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Correction bac 2014 - Série D

SR
e’
RO
Soit z = x 4 4y un nombre compléxe. gﬁ’ appelle conjugué du nombre complexe z, le
nombre Z = x — 1y. Q@Q
a. Posons Z =re®.
. . rd = r=1
73 =1 & e =10 — = ok
30 = 0[27] Op=— kel
D’ou les solutions suivantes :
2o =1lefo =0 =1,
2 =16 = e = cos(X) +isin(Z) = —cos(Z) +isin(T) = — L+,
2 =16 =% = cos() + isin(F) = —cos(5) —isin(f) = —§ — z‘/Tg

b. Montrons que les solutions non réelles, sont conjuguées entre elles.

Onaz_lz—%+i‘/7§ :—%—z"/?g = 2.
On peut remarquer que Z; = 2 X 2. On en déduit que Z3 = 23 x z3.
Or 2, est solution de I’équation (F) c’est a dire z5 = 1.
Ainsi, Z3 =23 x 25 =8 x1=8.
a. Soit z est une solution de I'équation (E). Alors 2% = 1.
On en déduit que (22)% = 8 x 23 = 8. Ce qui signifie que 2z est solution de I’équation
(E).
Les solutions de ’équation (E’) sont donc les doubles des solutions de ’équation
(E).
Dott: 2y =22=2; 2/ =22=—1+iV3 ; z,=2z=—1—i/3.
b. Comme 2z} et ) sont des solutions de 'équation (E’) alors 2}> = 8 et 2}° = 8.
7\ 3 13
On en déduit que : (Z—}> = % = 8 =1.
29 zh 8
!/

z : .
Donc =+ est une solution de I'équation (E).
<2

Exercice 2

f(@) est le vecteur de coordonnées : ¢ =0 Donc f(i) = j + k

-,

f(j) est le vecteur de coordonnégs : < Donc f(j)=i+]
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¥y=0+1=1
f(E) est le vecteur de coordonnées : { ' =0+0+1£1 Donc f(E) = Z+j

Z=0

F@ fG) fk)

Ll ! .

0 1 1 < coordonnée selon 7

1 1 1 + coordonnée selonj

1 0 0 < coordonnée selon k

a. Un sous-ensemble & de R3 est un R sous-espace vectoriel de R? si :
i) &#0
(i) Pour tous vecteurs @ € & et ¥ € & alors 4 + 7 € &.
(iii) Pour tout vecteur @ € & et pour tout scalaire A € R, alors AU € &.
)
)

b. (i) (0,0,0) € # car 0 — 0+ 0= 0. D’ou 5 # 0.
(ii) Soit U (x,y,2) € H et U (2,4, 7)) € H.
U (x,y,2) € H — z—y+2=0.
V(2 Yy, ) eH —= 1 —y +7 =0,
Ona: (z+2)—(y+y)+:z+2)=(@—-y+2)+(E@" -y +2)=0.

. J (. J/

-~

=0 =0
Donc le vecteur @ + ¢ de coordonnées (x + 2',y + 1/, z + 2’) appartient & 7.
(iti) Soit U (,y,2) € H# et A € R.
Y(x,y,z) eH <— rv—y+2z2=0.
Ona: Mx—dy+Az=X(z—y+2)=0.
T
Donc le vecteur A de coordonnées (Ax, Ay, Az) appartient a J¢.

Soit (z,y,z) € R?, un élément du noyau de f. Alors, f((z,y,2)) = 0.

y+z2=0 - _
r+y+z2=0 <:>{y+z_0 <:>{Z_ y
=0 =0 =0

Un vecteur (z,y, z) du noyau s’écrit : (z,y,2) = (0,y, —y) = (0,1, —1).
Le noyau de f est la droite vectorielle engendrée par le vecteur e = (0,1,—1), d’équation :

{y+z-0
x=0 '

Soit (x',3,2") € R3, un élément de I'image de f,/Alors il existe (z,y,2) € R3 tel que
f((a,y,2)) = (@9, 2).

y+z =4

f((@,y,2) = (2 y,7) <= Sx+y+27=9".
/

= F

L’on reléve sans difficulté que : 2’ <3/ + 2= 0.

Les coordonnées (2,1, 2’) de I'image<de f vetifient y/ = 2’ + 2.
Dou: (2,y,7) = (o/,2' + 2/, 2') ='(1,¥,0) + 2/(0,1,1).
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On en déduit que I'image de f est le plan engendré par-les vecteurs € = (1,1,0) et
e = (0,1,1), d’équation x — y + z = 0.

Exercice 3

Comme e” +1 # 0 pour tout x € /R, alors la foriction z : —
rz e R

el‘

e +1

— x existe pour tout

Donc I'ensemble de définition de g est R«

La fonction g est dérivable sur R.

e”(e” +1) — e x e* e?® +e% +1
VeeR, ¢(z)= ( ) ="
(ex +1)2 (em +1)2
Les fonctions x : + e” et x : — ¢?® étant strictement positives, on en déduit que ¢’ est
strictement négative sur R.

Tableau de variation de g

. e’
lim ( — x) = —00.
z—+oo \e? 41

. e’
lim ( — .7:) = +00
z——oco \e? +1

-0

La fonction g est continue, strictement décroissante sur | — oo ; +00].

De plus, 0 €] lirf g(z); lim g(x)[=]— oo; +ool.
T—>+400 T——00

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique réel a € | — 0o ; 00|
tel que g(a) = 0.

On en déduit que = « et «a est solution de Véquation =z
e +1 er41
ex
a. Pour tout = < R, h’(x) = W

La fonction x — e” étant strictement:positive sur R, on en déduit que :
Ve eR, h'(zx)>0.

b. Tableau de variation de h

=1

el‘

lim =
z——oco % 4]

lim ;
z—+oo €% +1]
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x -0 400
B (x) +
1
hz) /
0

c. h est strictement croissante str | —o0 ; +0od].
De plus, lim h(z) =0 et lim <h(z) =1.
T—r—00 T—r4-00
Donc:Vzxe R, 0<h(z) <D
E a. Notons &, la propriété : u, < 1.

Montrons par récurrence que : Vn € N, &,,.

Initialisation
Q0
up = h(ug) = =_-<1.
! (o) e+l 2~
Donc les propriétés &, et &?; sont vérifiées.
Hérédité

Supposons &, c’est a dire supposons que u,, < 1.

Montrons &, 1 c’est a dire montrons que u,,1 < 1.

Ona:u, <1.

D’aprés 5. c., h(u,) < 1. Dot u,qq < 1.

La propriété &2, 1 est vérifiée.

Conclusion

D’aprés le principe de récurrence, la propriété &2, est vraie pour tout n.
b. Notons &, la propriété : u, < t, 1.

Montrons par récurrence que : Vn € N, Z,,.

Initialisation

up =0 et uy = h(ug) = % D’ou ug < u;.

Donc la propriété &, est vérifiée.

Hérédité

Supposons &, c¢’est a dire supposons que U, < U1

Montrons &, c’est a dire montrons que ;11 < Uy o

On a u, < Upiq.

Comme h est une fonction croissante, alors” b, )< h(ugi1). Dol tupi1 < Upyo.

La propriété &, . est vérifiée.

Conclusion

D’aprés le principe de récurrence; la-propriété &2, est vraie pour tout n.
c. La suite (u,) est une suite croissante et majorée donc elle est convergente.

Montrons que lim u, =«
n—-4o0o
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Pour justifier que lirf un, = a, les étapes (i); (ii) et (iii) sont nécessaires.
n——+0oo

(i) Montrons d’abord que : Va € [0;1], 0 < hl{x) <

) @

Soit = € [0;1].
Alors x > 0. On en déduit que e > 1 et e®+1"> 2.
Par croissance de la fonction carré sur.{0; 1], on'a(e* +1)? > 4.

1 1
Par décroissance de la fonction/inversesur 1071}, on a ——— < —.
(e*+1)2 — 4
e’ e’
Dot —— < —.
o (er+1)2 — 4
e’ <e (car x <1). On en déduit que 0 < (e”eT)z < Z.

Dot 0 < K/(z) <

B~ o

(ii) Montrons que : Vn € N, |uyy —af < {lu, — o
Soit n € N.
h est continue et dérivable sur [0;1].

De plus, |I/(z)| = W' (x) < Z pour tout z € [0;1].

D’aprés le théoréme de I'inégalité des accroissements finis, on a :

Va e (01, Yy e [0:1], h(x) = hly)| < Zlr—y

Comme h(a) = «, on en déduit d’aprés 5.c., que a € [0; 1].
De plus, d’aprés 5. c. et par définition de la suite (u,) , on en déduit que u, € [0;1].
Ainsi, on peut appliquer 'inégalité précédente en z = u,, et y = a.
On a alors : o
[P(un) = M) < 7 lun — o

Mais h(u,) = u,11 par définition de la suite (u,) et rappelons que h(a) = a.
On en déduit que : Vn € N, |upy —af < Flu, —al.

(iii) Montrons que : Vn € N*, |u, — a| < (£)" Jup — «

Soit Z,, la propriété : |u, —a| < (£)" Jug — af.

Montrons par récurrence que : Vn € N*, &2,.

Initialisation

D’apres (ii), on a |u; —af < flug — af.

La propriété &, est vérifiée.

Hérédite

Supposons &, c’est a dire supposons gue: i, = a| < (ﬁ)n lug — .
Montrons &, c’est a dire montrons_quedu, 41 = a| < (%)nJrl lug — a.
D’apres (i), |uny1 — | < §luy/— @] et par Mypothése de récurrence, |u, — a| <
(5)" o - .

Ainsi, |upi1 — o] < Slu, —a] <8 (8) Auo — af = (égl)n+1 lup — af

Conclusion
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D’aprés le principe de récurrence, la propriété &2, est.vraie pour tout n € N*,

Justifions enfin que lim wu, = «
n—+0o0o

VneN, 0< u, —al <(£)" u— al.

N .. . . n
Par passage a la limite, 0 < nl_l}iloo |1y, =L nl—lgloo (¢)" Jug—a] =0

Par conséquent, lim |u, — a| =0 et'doncolim u, = a.
n—+o00 n7>—+00

Exercice 4

Nous noterons (z;,n;,), les couples qui définissent la distribution marginale de la variable x, et
(yj, nej) les couples qui définissent la distribution marginale de la variable y.

Dans ce cas, on a : E Nie = E ne; que 'on pose égal a V.

i J
x | —1 0 2 Yy 1 3
Nie | 3 a 2 e j 3 a-+2

1 3x(=1)+ax0+2x2 1

| T = — el — = .

2 N 2 et at5 5+a
12 3x1+4+(a+2)x3 3a+9
P
On cherche a tel que :

1
5+CL—6 FJREN
3a+9_2 Dota=1
a+5
_ 1 _
Pourazl, xzé et y=2

Variance de x.

3 2
1 L, (=12 +1x02+2x22 (1 65
V(l’):N E TLZ‘.SU?—LEQI —<—) :%
i=1

6

Variance de y.

2
1 s o 3x1243x3
V(y>=N;n.jyj—y= ; -2 =1
Covariance de la série (z,y).
1 B2
Cov(z,y) = N Z Z nijTy; —T.Y  oln;est.le coefficient associé au couple (z;, y;)
i=1 j=1
_ —1-640+404+4+07 1 & 5
B 6 6 /6
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