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Série D

M
: L Q@ieo
S5
La matrice de 'application f est ; Q@%
-1 a 2 &
1 21
1 10
L’endomorphisme f est bijectif si le déterminant de sa matrice associée est non nul.
-1 a 2
1 2 1|l=a-1
1 10

D’ou, f est bijectif si a # 1.
a. B={u e R f(U)="u}.
rT=—-r+y+2z
Soit 7(96, y,2) € R? un vecteur de . Alors x, y, 2 vérifient le systéme (S) : S y =z +2y+ 2

z=x+y
—2x+y+22=0|E; —2r+y+22=0|F z=0
(S) «— r+y+z2=0|FE < 3y+42=0|FEy=FE +2F, < {2=0
r4+y—2=0|FE;3 3y=0|FE;=FE; +2E; y=0

L’ensemble des vecteurs invariants par I’endomorphisme f est ’ensemble {(0, 0, 0)}

b. Ker f = {@ € R®; f(7) =0}

—x+4+y+2:2=0
Soit 7(:5, y,z) € R3 un vecteur de Ker f. Alors x, y, z vérifient le systéme : r+2y+z2=0
T+y =0
—r+y+2z=01F —r+y+2z=0|F
, —z+y+22=0 T=z
r+2y+2=0|Fy <= 3y+32=0 |Ey=FE1+ By, — { (E){
=—z =—z
sty =0 |B % +2:=0|E, = E + E; Y Y
. =2z
Finalement, U (z,y, z) € Ker f <= {
y=—z
Le vecteur @ de Ker f se décompose en : (x,y,2) = 1,-1,1)
z
On en déduit que Ker f est la droite engendré parde 1,1), d’équation { :
=—z
c. Imf ={f(W) ; e R}
%
Soit o' (z',y/,2") € R un vecteur de Iy te (2,y,2) € R® tel que f(W) = u'.
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—r+y+2z=2 E —z+y+2z=2a E
S = 3y+3z=a'+y |Ey=FE + By < 3yt 3z =a'+y E}
2y+2z2=a+7 |E;=E| + E3 0=12"%2y + 32 |Ef = —2F) + 3F}

Finalement, (z/,¢,2') € (5) <= 2’ — 2y’ + 32’ =0.

Les coordonnées (2,1, 2) de Imf vérifient 2’ = 2y"— 32’.

Dou: (2,y,7) = 2y — 32", ¢/, 2') = ¢/ (2, K, 0)+ (=83, 0¢1).

On en déduit que Imf est le plan vectoriel engendré par les vecteurs {(2, 1,0), (-3,0, 1)},
d’équation r — 2y + 32 =0

“1+a+28=0 a+28=1
7€kerf<=>f((1,a,5))=5><=> 1420+ 8=0 < {2a+(=—-1
1 +a =0 a=—1

En remplacant o par —1 dans 'une des deux premiéres équations, on obtient 5 = 1.

7€Kerfsia:—1et6:1.

Exercice 2

L’équation (E) a pour discriminant A = (1 + 34)> — 4(4 + 4i) = —24 — 10i.

Cherchons un nombre complexe z = x + iy tel que 22 = —24 — 10i.

22 —y?+2ixy = —24—10i. Par identification des parties réelles et des parties imaginaires,
22 —y? = —24 et 2y = —5.

D’autre part, comme |z|* = | — 24 — 104| alors z* + y* = 26.

-yt =-24 (1)
)

On obtient le systéme d’équations suivant : { 2% + y* = 26 (2

xy = —bH (3)
En additionnant membre & membre 1’équation (1) et (2) on obtient, 2 = 1. On en déduit
quer=—-loux=1;
En multipliant ’équation (1) par —1, puis en ajoutant membre & membre la nouvelle
équation obtenue et 'équation (2), on obtient 42 = 25. On en déduit que y = —5 ou
y=95;

L’équation (3) nous indique que x et y sont de signes contraires.
Dot A = (=1 + 5i)%.

Les solutions de I'équation (E) sont Zy == M3 — 4j et 7, = 300 — ] g

B -
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b. Zﬁ:ZB—ZA:—S—i—Zli;ZR:ZC—ZD:—?)—FZLZ';ZC-B>:ZB—ZC:2—|—2';
Ziz=24a—Zp=2+1.

c. Comme Z4 3 = Z5, alors le quadrilatere ABC'D est un parallélogramme.

Partie A

1—t_a+b+at
1+t 1+t

b t b
a+1+t:a fj: . On cherche a tel que

Par identification, a + b=1et a = —1
D'otta=—1et b=2.

T1—t v 2 )
/0 Tdt_/o (—1+1—+t) dt—[—t+21n(1+t)]0——:l:+21n(1+x)——x—I—ln(l—I—x).

Partie B

La fonction z — —x +In(z + 1)? existesi et setlement’'si z+1 # 0. Donc Ey = R\ {—1}.

2 1 — 1
La fonction f est dérivable sur Ef et ona: Vo € By,  f'(z) = -1+ (;:x—:—l)?) = xx—:_l .

Tableau de signes
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x —00 —1 1 +00
—r+1 + + 0 -
x+1 — 0 + +
—;:11 B RS g B

f'(x) < 0 pour tout = €] — oco; —1] et’f est strictement décroissante sur | — oo; —1].
f'(z) > 0 pour tout = €] — 1; 1] et fuest strictement croissante sur | — 1; 1].
f'(x) < 0 pour tout = €]1;+o00[ et f est strictement décroissante sur |1; +o0].

Tableau de variation

lim f(z)=+4c0 ; lim fz)= lim —a (1_2M)

T——00 T—-+00 Tr——+00 X
A J)=mees Iy Jlr)= oo
T —00 -1 1 «Q 400
f'(z) - + 0 -
+00 —1+1In4
() \ / I
— 00 —0 \ —00

£(2) = 0,197; f(3) ~ —0,227.

La fonction f est continue, strictement décroissante sur |2; 3.

De plus, f(2) x f(3) <0

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique réel a € |2; 3[ tel que

) =

fla
f(= 2)—2 f1(=2)=-3.

3 .3 B
f( 5)“‘0 11; f(—§)——5-
f(0)=0; f'(0) =
f(

5) ~ —1,4; f’() —0,67.
B . inm TACI (—1+2M>:—1.

lim [f(:c) — (—x)] = lim In(z #1)>="o0.

rT——00 —S—00
Comme lim @) = —1et dim {f(x) — (—x)] = 400, alors la courbe (%) admet
T——0Q

T—r—00 €T
une direction asymptotique (brariche parabolique) de direction, la droite d’équation

Yy = —x en —oo.
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x
e On obtient de méme : lim @) = —1let lim [f(:c) - (—:C)] = 400 et on en
r—+00 T z—+60
déduit que la courbe (%) admet une direction /asymptotique de direction, la droite
d’équation y = —x en +o0.
) lirri f(z) = —o0; lirr% f(z) = —o0. latourbe(%¢’) adinet une asymptote verticale
z——1_ T=—14
d’équation z = —1.

Equation de la tangente en z = —2

L’équation de la tangente a (¢') en/’z = —2'est dennée par la formule :
y=f(-2)(z+2)+ f(—2). Dol y =3z A
Equation de la tangente en = 0

L’équation de la tangente a (€) en © =0’est donnée par la formule : y = f/(0)(z—0)+ f(0).
Dou y=x.

-5 -4 -3 =2

Partie C
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Tableau de variation de h

g
l_|

—+00

W (x)

Voir graphique.
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