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République du Congo Sujet bac 2009 - Série C

Sujet bac 2009 - Série C

» Voir le corrigé. » Retour au sommaire’

Exercice 1 5 points

On considére la famille () des suites (V},) de’premiers termes V; et V; définie par :
Vn € N, Vn+2 + Vn—‘,—l - 6Vn =0

a. Déterminer les suites géométriques (ay,,) et (b,) de (5) de premier terme 1.

b. Démontrer que la suite (U,,) définie par U,, = 2™ 4+ 5(—3)" ot « et [ sont des réels,
est dans ().

a. Déterminer les entiers relatifs « et 3 solutions de I’équation : 8a — 275 = —11.
b. Déterminer Uentier relatif k£ pour que le couple (a; 3) défini par a = 110 + 27k et
£ = 33 + 8k soit solution de I’équation : 4a + 98 = 17.
c. En déduire les valeurs des entiers relatifs a et 8 pour lesquelles Uy = 17 et U3 = —11.
d. Démontrer que Vn € N, U, = 3.2" [5].
e. Déduire le reste de la division euclidienne du terme U, par 5.
Soit W,, = 2"+ + (=3)" et S, = W + - - - + W,,.
a. Démontrer que S,, = 2 — 4(2)" [5]
b. Déduire le reste de la division euclidienne de la somme de Sigs6 par 5.

Exercice 2 4 points

Le plan rapporté a un repére orthonormé de sens direct (O, ;, j)

Résoudre dans ’ensemble C des nombres complexes, I'équation :
24+ (V34+i)z+1=0 (E)

Ecrire les solutions 2’ et 2” de (E) sous leur forme trigonométrique.

Probléme 11 points

Dans le plan (&) orienté, on considére les points A, Oy B, dans le sens tels que AB = 6 et
A0 = OB.

Partie A

1. Construire les points I et J tels que/ 2[? — I_}l = ﬁ et ZJ? + J—zzl = 6)
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Sujet bac 2009 - Série C République du Congo

. Construire le cercle (¢;) de diameétre [I.J].

2
1. Construire la droite (.77) passant par A telle que’ ((.7), (AB)) = 60°.

2. Construire le cercle (%3) passant par A et B-dont la:tangente en A est (7).
3

. Démontrer que les cercles (6) et (62) ont’ deux points communs € et €2y situés de
part et d’autre de la droite (AB). On wotera £ celui’situé dans le plan de frontiére
(AB) contenant le centre E du cercle (%3)

Il 1. Démontrer que le centre de la similitude S d’angle de mesure 60°, de rapport % et
qui transforme A en B est lepoint £7.

2. Démontrer que les points Ay E et*(); sont alignés.

Partie B

1. Soit F le symétrique de E par rapport a la droite (AB).

a. Démontrer que J est le centre de gravité du triangle EF'B.

b. Démontrer que £'J = BK et (E?, BK) = 60°, K désignant le centre du cercle
(€1).

c. En déduire qu’il existe une rotation R qui transforme E en B et J en K.

2. Démontrer que les médiatrices des segments [EB] et [JK] se rencontrent en §2;. En
déduire le centre de R.

o
Soit g = Tz o R, ot R est la rotation de I.c) et Tz la translation du vecteur BA.

1. Démontrer que les points 21, J et F' sont alignés.
2. Démontrer que le centre de rotation de g est F'.

Partie C

Soit () une hyperbole de centre J, dont un des foyers est / et passant par A.

Construire le point M de () situé sur le segment [[€] ainsi que ses deux sommets.

Démontrer que les droites (JE) et (F€;) sont les asymptotes de (7). Tracer la branche
de () située dans le plan de frontiére la droite (B€) contenant K.

On désigne par (") I'image de (J€) par S.
a. Démontrer que 'excentricité e de () est 2.
b. Déterminer les sommets et les asymptotes de (7).
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République du Congo Sujet bac 2010 - Série C

Sujet bac 2010 - Série C

» Voir le corrigé. » Retour au sommaijre.

Exercice 1 4 points

a. Montrer que les équations 7% = —1[25] et 2% = —1+25k ou k € Z sont équivalentes.
b. Pour k = 2, résoudre dans Z Péquation z? = —1[25].
a. Trouver suivant les valeurs de ’entier naturel n, les restes de la division euclidienne
de 2™ — 4 par 5.
b. En déduire le reste de la division euclidienne de 22°1° — 4 par 5.
Que peut-on alors dire de la divisibilité de 22°1© — 4 par 57

Exercice 2 5 points

Dans le plan orienté (&), on considére un carré ABC'D de sens direct, de centre O. I et J sont
des milieux respectifs des segments [C'D] et [AD].

Construire l'ensemble (I') des points M du plan tels que (1\731, m)

"3
[7]. (2) coupe (') en E.

[27].
On note (2) la droite passant par A telle que ((AC), (2)) = g
a. Montrer que le triangle FAC' est équilatéral.
b. En déduire qu’il existe une rotation r de centre £ qui transforme A en C.
On désigne par H le centre de gravité du triangle FAC. La paralléle a la droite (AC)
passant par H coupe (FA) et (EC) respectivement en G et F.
Mont EG FEF 2
a. Montrer que — = — = —.
A B T BEC T3
b. Montrer qu’il existe une homothétie de centre E qui transforme A en G et C en F.

c. En déduire qu’il existe une similitude plane directe S de centre E qui transforme A
en F.

Probléme 11 points

Partie A

Résoudre dans R 1'équation différentielle v” 472y = 0.
Déterminer la solution particuliere g.vérifiant g(0) = 0 et ¢'(0) = 27.
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Sujet bac 2010 - Série C République du Congo

Partie B

On considére la fonction numérique f a variable réelle x définie par :
2sinmxr si =A<k <0

J(@) = mQ(%—lnx) sicvxr >0

(¢') désigne la courbe représentative de/f dansun repere orthonormé (O, i, j ) d’unité gra-

phique 2 cm.

I

a. Déterminer ’ensemble de définition F; de f.
b. Etudier la continuité et la dérivabilité de f en x = 0.
c. Montrer que ’étude de f peut étre réduite sur l'intervalle I = [—2; 4+o00].

a. Etudier les variations de f sur I. On dressera un tableau résumant les variations de
f

b. Etudier la branche infinie de (%) et tracer (%) sur son ensemble de définition.

Calculer 'aire Ay du domaine plan (2) limité par la courbe (¢), 'axe (Ox) des abscisses
et les droites d’équations x = 1, z = \/e.

Partie C

2
ﬂ Soit S la similitude plane directe de centre O, de rapport \/7— et d’angle —g.
Pour x > 0, construire I'image (¢”) de (%) par S.
On définit la suite (Z,)nen par :

D=9
@n—o—l - S(-@n)

a. Exprimer l'aire A,, du domaine (%,,) en fonction de n et Aj.
b. Exprimer la somme S,, = Ag + A; + Ay + ... + A,, en fonction de n et Aj.
c. Calculer la limite de S,, quand n tend vers +o0.
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République du Congo Sujet bac 2011 - Série C

Sujet bac 2011 - Série C

» Voir le corrigé. » Retour au sommaire,

Exercice 1 3 points
2 2
On pose A = / rcoslxdr, B = / x siw? zdz.
0 0

Calculer A + B.
Calculer A — B a l’aide d’une intégration par parties.
Déduire des questions 1. et 2., les valeurs de A et B.

Exercice 2 5 points

On donne en milliers de francs CFA le bénéfice d'une ferme avicole qui importe des poussins
sur une période de 5 mois.

x; (en mois) 1 2 3 4 5

y; (en milliers de francs) 96,1 | 63,5 | 49,2 | 41,5 | 35,7

Représenter graphiquement cette série statistique par un nuage de points dans un repére
orthogonal d’unités : 2 cm pour 1 mois en abscisses et 2 cm pour 5 milliers de francs en
ordonnées.

Donner une équation de la droite de régression de y en .

Tracer cette droite sur le graphique.
Estimer le bénéfice de la ferme avicole au 6 éme mois.

Probléme 12 points
Le plan est orienté. Soit ABC un triangle tel que AC = 2AB et (1@,/@) = % [27]. On
prendra AB = 3 cm et AC' = 6 cm. On construit a 'extérieur de ce triangle, les carrés ACFG

et ABDE tels que (AC, AG) = et (AE, AB) = !

—
K est le point tel que GK = zﬁ
Les droites (AK) et (BC) se coupent en I.
Les droites (AB) et (KG) se coupent en J.

Partie A

page 7



Sujet bac 2011 - Série C République du Congo

Faire une figure.

Démontrer qu’il existe une rotation R; qui transforme le_triangle ABC en le triangle

FAK.

On note §2; son centre. Construire 2;. Donner A'angle.de R,

Démontrer qu’il existe une rotation Ry qui transforme lé triangle ABC' en le triangle
GKA. Donner 'angle de Rs.

On note €25 son centre. Construire €y

a. On considére 'application f= R; o'Ry. Mentrer que f est une translation.
b. Calculer f(C). En déduire le vecteur de’translation de f

Démontrer que les points A, B, I et™(2; sont situés sur un méme cercle (%) de centre O,
milieu du segment [AB].

E Démontrer que les points A, G, J et 2y sont situés sur un méme cercle (¢”) de centre O,
milieu du segment [AG].

Partie B

On rapporte maintenant le plan au repére orthonormal direct (A, o, 7) avec U =

/@et7:—/ﬁ

Soit S la similitude plane directe de centre A qui transforme (%) en (¢”).

Donner les éléments caractéristiques de S.
B} Donner I'écriture complexe de la similitude S.

E Exprimer x et y en fonction de 2’ et 3.

Partie C
Soit (&) l’ellipse d’équation 42% + y* = 4.

Construire (&) tout en précisant son centre, ses sommets et foyers.

Déterminer une équation de (&”) image de (&) par S.
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République du Congo Sujet bac 2012 - Série C

Sujet bac 2012 - Série C

» Voir le corrigé. » Retour au sommaire’

Exercice 1 3 points

Résoudre dans C, 1'équation 24 — V273 — 4\/27 — 16 = 0 sachant qu’elle admet deux
solutions imaginaires pures.

On considére dans le plan complexe muni d’un repére (O, 7, 7), les points A, B, C et
D d’affixes respectives : z4 = 2i; 25 = —/2; 20 = —2i et zp = 2V/2.

a. Représenter les points A, B, C' et D dans le repére (O, ﬁ, 7)

b. Montrer que les points A, B, C' et D appartiennent & un méme cercle (%) dont on
précisera le rayon et le centre.

Exercice 2 5 points

Pour tout entier naturel non nul n, on considére la suite (,,) définie par :

1 2
n —x
In:/a:e2da:
0

Calculer 4.
Montrer que Vn € N*, I, > 0.

Par une intégration par parties, montrer que I,, = —e~2 + (n — 1)I,,_, (On pourra écrire
" = 2" L),

Etudier le sens de variation de la suite (I,,). En déduire que la suite (I,,) est convergente
et converge vers une limite [.

Montrer que Vn e N*, 0< 1, <

n+1
Calculer {.

Probléme 12 points

Le plan & est orienté. ABC' D est un carré de sens/direct. de centre O.
I, J, K et L sont les milieux respectifs des segmeénts'[AD], [AB], [BC] et [C'D].

E est le point du plan tel que le triangle /D E soit réctangle isocéle en D et de sens direct.
Montrer que IE = AO.

En déduire qu’il existe une rotation r transformant I en A et E' en O. Préciser une mesure
0 de I'angle de la rotation r.
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Sujet bac 2012 - Série C République du Congo

Construire € le centre de la rotation 7.

On désigne par €, le point d’intersection des droites (I E) et (OA). Montrer que les
points Q, E, O, € sont situés sur un cercle (¢") gue1’on:tracera.

Montrer que A, I€) est un carré.

ﬂ Donner les caractéristiques de la similitude plane directe $ qui transforme le carré ABC D
en AQ 1.

Placer K’ = S(K) puis L' = S(L).
Bl soit S = h(@,1)0 Sop, @ étant un’pointde la droite (OD). Caractériser S.
g On se propose de construire ) sachant que S(C) = J.

1

a. Montrer que si S(C) = J alors 67]) = 56?4

b. Construire alors le point Q).
Soit f I'application de &2 dans & qui a tout point M associe M’ tel que HM' = EHM’
H étant le projeté orthogonal de M sur la droite (OF).

a. Caractériser f.
b. Tracer (¢”) I'image de (%) par f.
c. Donner la nature de la courbe (¢”).
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République du Congo Sujet bac 2013 - Série C

Sujet bac 2013 - Série C

» Voir le corrigé. » Retour au sommaire:

Exercice 1 4 points

On considére I’équation complexe (E) tellexqué

1 1 1 1
Montrer que —1 est solution de (E).

1
Démontrer que si 2z est solution de (F) alors son inverse — est aussi solution de (F).

20
3 1
Résoudre dans C, 'équation (E’) telle que (E') : 22 — (5 + 5@) z+1=0.

Déterminer toutes les solutions de 1’équation (FE).

Exercice 2 4 points

Les caractéres X et Y sont distribués suivants le tableau ci-dessous.

X -2 -2 -1 -2 -1 0 -1 -2 -1 -2 0 -1 -1 -1

Y -1 2 2 -1 2 2 0 -1 0 2 -1 -1 0 -1

Transformer ce tableau en un tableau & double entrées d’effectifs n;,.
Déterminer le point moyen G(X,Y).
Calculer les variances V(X) et V(Y) de X et Y.

Calculer la covariance Cov (X, Y) et le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y.

Probléme 12 points

On considére un carré ABC' D de centre O tel que (AE, Al%) =90° et AD = 2. On désigne par
() la parabole de directrice la droite (AD) et/tangente en C”a la droite (AC).

Démontrer que le foyer de (27) est B,

Soit () la parabole de foyer B et'tangente i la droite (AD) en D, E le symétrique
de B par rapport a A, F' le symétrique de D par rapport a la droite (AB).
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Sujet bac 2013 - Série C République du Congo

Démontrer que la droite (E'F') est la directrice de ().

Construire le deuxiéme point H de () appartenant’a la droite (DB).

Comment appelle-t-on le segment [DH| pour la parabole’(2%,)7 Justifier la réponse.
Démontrer que le point I symétrique de C' pat rapport a (BE) appartient a ().
[ Construire les arcs des paraboles (2)) et/ %) de cordes respectives [C1] et [DH].

Soit S la similitude plane directe qui transforme’ (%) en (%).

Déterminer une mesure 6 de 'angle de S. Justifier la réponse.
E Déterminer son rapport k. Justifier la réponse.

] Déterminer son centre. Justifier la réponse.

Le plan étant rapporté a un repére orthonormé (J, ﬁ, ﬁ) ou J est le milieu de
[AB], on considére la fonction f définie par : f(z) = 2y/z + In(z + 1).
(¢') désigne sa courbe représentative dans le repére (J, JB, JO).

Dresser le tableau de variation de f.
Etudier la branche infinie de (%).
Construire (%) dans le repére (J, J?, ﬁ)

Calculer l'aire de la portion du plan (&) limitée par les droites (JO), (BC') et les courbes

(€) et (Z1). On montrera que I’équation cartésienne de (27;) dans le repére (J, J?, %)
est y? = 4x.
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République du Congo Sujet bac 2014 - Série C

Sujet bac 2014 - Série C

» Voir le corrigé. » Retour au sommaire’

Exercice 1 4 points

Soit (E) I’équation d’inconnue Z :
7% —(2i e cos0)Z —e?? =0 on AR

Résoudre dans C I'équation (E). On présentera les solutions sous forme exponentielle.
Dans le plan rapporté a un repére orthonormal direct (O, 1, v7), A et B sont les points

d’affixes respectives Z4 = €% et Zg = ' (3120),

On note Z, laffixe de O.

Zp—2Zy

a. Exprimer arg(m

) en fonction de 6.

b. En déduire 'ensemble des valeurs de § pour lesquelles (OA, Og) = g [27].

c. On suppose que 0 < 0 < 7. Ecrire le conjugué de Z4 + Zp sous forme exponentielle.

Exercice 2 8 points

On considére un triangle ABC' isocele rectangle en A de sens direct tel que AC' = 6cm. On
désigne par D, E, F' les milieux respectifs des segments [BC|, [AB] et [BD].

Faire la figure.

Soit (£?) la parabole de foyer B et de directrice la droite (AC).

a. Qu’appelle-t-on pas ou parameétre d’une parabole?
b. Déterminer le pas o de (£2).

Soit G le symétrique de A par rapport a la droite (BC).

a. Démontrer que la droite (AG) est une tangente’a (Z2)en un point a déterminer.
b. Construire le point H de (&) situé sur la médiatrice du ségment [EB].
c. Construire 'arc (Z) de () de corde focale lessegment [GI] ot I est le symétrique

de G par rapport a la droite (AB).
Soit () la parabole de foyer B et d€ directrice (AG).

Déterminer le centre €2, le rapport K et urle mesure de 'angle de la similitude plane
directe S qui transforme (2?’) en (Z).
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Sujet bac 2014 - Série C République du Congo

Construire I'antécédent J de G par S.
B Construire 'arc () qui a pour image () par S.

On désigne par Aj l’aire de la portion (&) du plan-limitée par les droites (J/B), (EF)
et (Z)), et par Ay celle de la portion du plan {&;).image’de (&) par S.

Démontrer que Ay = 2A4;.
B Déterminer Paire A de S o S oS o/S5(&).en fongction de Ay

Exercice 3 4 points

Soit la fonction :
fn: R — R
r — fo(z)=e"2"™ ouneN

Déterminer ’ensemble de définition Ey, de f,.
On suppose que n est impair.

a. Calculer la dérivée de f, et étudier le signe de cette dérivée.
b. Calculer les limites de f,, aux bornes de Ey, .
c. Dresser le tableau de variation de f,,.

P
Pour n € N et p € N*, on pose 1,,,, = / fo(z)dr et J, =lim, oo 1y
0

a. En intégrant I, , par parties, montrer que J,+1 = (n + 2).J,,.
b. En déduire 'expression de J, en fonction de n et Jy.

Exercice 4 4 points

Dans une urne contenant quatre jetons numérotés 1, 2, 3 et 4 indiscernables au toucher, on
extrait successivement sans remise deux jetons.

La variable aléatoire X est celle qui détermine «la valeur absolue de la différence des deux
numéros sortis»

Déterminer la loi de probabilité de X.

Calculer I'expérance mathématiques, la variance et I’écart-type de X.
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République du Congo Sujet bac 2015 - Série C

Sujet bac 2015 - Série C

» Voir le corrigé. » Retour au sommaire.

Exercice 1 4 points

Le but de l'exercice est de résoudre 'équation (F) : 21z — 17y = 4
a. Montrer que cette équation admet au moins une solution.
b. Montrer que I'équation (E) est équivalente a I'équation (E') : 21z = 4[17].

On se propose de résoudre 1'équation (E£’). On rappelle qu’un entier relatif a est I'inverse
modulo n (n € N) d'un entier relatif b si ab = 1[n].

a. Déterminer 'inverse modulo 17 de 21.

b. Montrer que les solutions de 'équation (E’) sont les entiers relatifs = tels que z =
1417k k € Z.

En déduire I'ensemble des solutions de (E).

Exercice 2 8 points

Dans le plan orienté, on considére le carré ABC'D de centre O tel que (1@ , E) =

I et J les milieux respectifs des segments [DC| et [AD].
On prendra AB = 4 cm.

Faire une figure.

g [27]. Soit

1
On considére ellipse (&) de centre €2, d’excentricité 3 dont un foyer est B et une directrice
(AD). Quel est I'axe focal de (&) 7

Soit Sy et Sy les points de (&) situés sur la droite (AB).

—

— 1= oy
a. Montrer que BS; = —BA et BS; = —BA

b. Placer S; et Ss.

Tracer le cercle principal (6,) de (&).

Tracer le cercle secondaire (%) de (&).

B Tracer le cercle directeur (%) de (&) ayant pouricentre le féyer B.
Construire le point de (&) situé sur la demi-droite [BCY.

e
Bl Tracer Varc de (&) balayé par angle (QSg,@) oS3 est un sommet de (&) situé sur
I’axe non focal et du méme coté que C.

1
3

g Soit f la transformation plane définie;par : f= Sac) o tpz.

a. Qu’appelle-t-on symétrie glissée ?
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Sujet bac 2015 - Série C République du Congo

b. Montrer que f est une symétrie glissée. Déterminerson vecteur et son axe.
c. Tracer (&") I'image de (&) par f.

Exercice 3 5 points

Soit f la fonction définie sur |0 ; 4oo[ par :

_1—xmx

Hx) =

X

On admet que I'équation f(x) = 0 admetune solution unique « sur Uintervalle [ = [% ; 2].
Le but de cet exercice est de donner une valeur approchée de a.

Soit ¢ la fonction définie sur }O; —i—oo[ par :

g(z) =e=

On définit la suite numérique (u,,) telle que :

U0:2
Vn e N, Up+1 = g(un)

1§ Sachant que f(a) = 0, montrer que « est solution de I'équation g(z) = x.

Montrer par récurrence que pour tout entier n, u, € I.

w ol =]

On suppose que pour tout x de I, |¢'(x)] < % En appliquant le théoréme de 'inégalité
des accroissements finis, montrer que : Vz € I, |g(z) — o < iz — af.

> |

Montrer que : Vn > 0, |ty — af < %|un —al.
En déduire que Vn > 0, |u, — | < (3)".
Montrer que la suite (u,) converge vers a.

El

T o TP

Déterminer un entier ng tel que |u,, —a| < 1071
Déterminer la valeur approchée u,, de a.

Exercice 4 3 points

Une maladie atteint 3 % d’une population. Un test de dépistage donne les résultats suivants :
- Chez les individus malades, 95 % de tests sont positifs et 5 % sont négatifs.
- Chez les individus non malades, 1 % de tests sont positifs et\99 % négatifs.
On note :
- M Téveénement : « étre malade » et,
- T I'événement : « le test est positif ».

Construire un arbre pondéré correspondant’a cette expérience aléatoire.

Donner la probabilité de 'événement AT, puis'celle de « M 0T ».

Déterminer P(T) et P(T).

a. Calculer la probabilité de ne pas étre malade sachant que le test est positif.
b. Calculer la probabilité d’étre malade sachant que le test est négatif.
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République du Congo Sujet bac 2016 - Série C

Sujet bac 2016 - Série C

» Voir le corrigé. » Retour au sommaire.

Exercice 1 4 points

On donne dans Z 1’équation :
(E) : 2688z + 3024y = —3360

Déterminer le PGCD (2688, 3024), puis en déduire que I’équation (E£) admet des solutions
dans Z2.

Montrer que 'équation (F) est équivalente a I’équation (E;) : 8z + 9y = —10.
a Montrer que I’équation (E;) peut s’écrire (Fy) : 8x = —1019].

b Résoudre 'équation (E»).

¢ En déduire les solutions de 'équation (F).

Exercice 2 8 points

Le plan est orienté. .
ABCD est un rectangle tel que (@, BA) = g [27]. On considére le losange BDEG tel que

(BD, BA) = (BD, BE) [2n]. |

Dans cet exercice, Sa et t5 désignent respectivement la symétrie orthogonale d’axe la droite
(A) et la translation de vecteur .
On considére la transformation

f = Spy o Sas) o Ssp)

Faire la figure. On prendra AB = 4 cm et on disposera (AB) horizontalement.
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation
9 = S(aB) © S(8D)-
R désigne la rotation de centre B et d’angle de mesure g Déterminer la nature exacte
de la transformation S(4p) o R.
On désigne par F' le milieu du segment [BG.
a. Démontrer que f =tz 0 Sc).

Erreur dans I"énoncé : il s’agit plutot de ntontfer Sapyo R = tgp© Scac)- En effet,
la transformation f n’est pag’égale &% 52 oS5 ac).

b. En déduire les éléments caractéristiques’de f.

Substituer cette question par :NDéduite les éléments caractéristiques de Sapy o R.
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Soit () la parabole dont une tangente est la droite (EF), la normale associée est la
droite (GB) et 'axe focal est la droite (EB).

Démontrer que A est le foyer de la parabole ().

[ Soit H le milicu du segment [EG] et L celui du segment [ED]. Déterminer la directrice
(d) de la parabole (£2).

Construire le point I de () tel que [I F] seit une ¢orde focale.
B) Construire la corde focale [JK] de ()-ou J apparfient au segment [AD).
F] Construire Parc d’extrémités J et'F de {2).

Soit () I'image de (&) par la transformation f.

a. Déterminer le foyer de la parabole”( ).
b. Déterminer I'axe focal de ().

Exercice 3 5 points

Déterminer la solution particuliére f de ’équation différentielle :

(E) : y'"+2¢y+2y=0

[VE]

vérifiant les conditions initiales suivantes : f(Z) =e 2 et f/(3) = —e 2.
On pose f(x) =e *sinx

a. Déterminer les réels A et B pour que F(z) = e *(A cos x+ Bsin x) soit une primitive

de f sur R.
(n+1)m
b. Calculer I'intégrale / f(z)dz.

nm

Soit (v,) la suite numérique définie pour tout entier naturel n par :

e T+1
2

Up —

(—e™™)"; mneN

a. Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier
terme.

b. Calculer la somme des termes S, = vg + v; + -+ + v, en fonction de n, puis en
déduire la limite de S,, en +oo0.

Exercice 4 3 points

Soit le tableau statistique a double entrée suivant ;

Y
X -1 2 3
1 2 1 1
2 2 3 1
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Convertir ce tableau en un tableau linéaire.

Déterminer le coefficient de corrélation pxy des caractéres X et Y.
On donne X =1,6 et Y = 1.

Donner une interprétation géométrique de céttecorrélation.
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» Voir le corrigé. » Retour au sommaire.

Exercice 1 4 points

On considére I’équation (E) dans Z X Z : 487 + 35y = 1.

Bl Justifier a l'aide du théoréme de Bézout que l'équation (F) admet des solutions dans
L X 2.

m Justifier que les entiers 48 et —8 sont inverses modulo 35.

En remarquant que (E) peut s’écrire 48z = 1[35], déterminer une solution particuliére
(20, Yo)-
ﬂ Achever la résolution de I’équation (E).

Exercice 2 8 points

Le plan est orienté. Soit ABC' un triangle équilatéral de sens direct, de centre de gravité E.
Faire une figure. On prendra AB = 4 cm.
Construire le cercle (%) de centre A passant par B.
Construire le point F' symétrique de A par rapport a F.
Montrer que les droites (C'F) et (C'A) sont perpendiculaires.

Soit (I') ’hyperbole de cercle principal (¢') et dont une directrice est la droite (BC).

Montrer que F' est un foyer de (I"). Préciser son axe focal.

E On désigne par G le projeté orthogonal de F' sur la droite (BC'), et H le point de I'axe
focal tel que zﬁ = 31@.

a. Construire H.

AF
b. On pose AF =c¢ et AB = a. Que représente l€ rapport.—— pour (T") ?

AB
2v/3

Montrer que ce rapport est égal a —3

Construire le point I du plan tel que Cﬁ <2 (‘J?[ .
a

E Soit (d) la perpendiculaire a 1’axe focal passantpar/H. Construire le point J de (') situé
sur (d) et situé dans le demi plan délimité par la‘droite (AH) contenant le point C.

E On note S le sommet de (I") associé au foyer/F'.
Construire l'arc () de (I') d’extrémitésJ et S.
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On désigne par s la similitude plane indirecte définie pars = h o Spc) ot h est ’homo-
1
thétie de centre A et de rapport 3 et S(pcy la symétrie orthogenale d’axe (BC').

a. Déterminer 'axe (A) et le centre (£2) de s.
b. Construire l'arc (#”), image de () paf s;
c. Déterminer I'excentricité de (I') image de (IV) par s

Exercice 3 5 points

Soit f la fonction numérique définie sur Fintervalle I = [0; +oo[ par : f(z) = (z — 1) In(x + 1).
On pose pour tout = > 0, F(z) = / f(t)dt.
1

a. Prouver que F est dérivable sur I et que pour tout = € [; F'(x) = f(x).
b. En déduire le sens de variation de F sur I.

On admet que pour tout z > 2, on a f(z) >z — 1.
(x —1)2

N —

a. Prouver que pour tout z > 2, F(z) >

(z — 1)? pour tout x > 2 est fausse.

N =

Erreur dans I’énoncé : L'inégalité F'(z) >

Substituer cette question par :

v
Prouver que pour tout x > 2, F(z) > F(2) + 5

b. En déduire lim F(z) et lim F<I>

r—+00 r—+oo0 I
c. Dresser le tableau de variation de F'.

d. Donner l'allure de la courbe (%) représentant la fonction F' dans un repére ortho-
normal (O, 1, j) d’unité graphique 2 cm. On donne F(0) = 0,13; F(2) =0, 5.

n+1
Soit la suite numérique (u,,) définie pour tout entier naturel n par : u, = / f(t)dt.
n

a. Veérifier que u, = F(n+1) — F(n).

b. En utilisant le théoréme des inégalités des accroissements finis sur U'intervalle [n; n + 1],
montrer que pour tout n € N, on a f(n) <wu, < f(n+1).
Erreur dans I’énoncé : l'encadrement f(n) < u, < f(n + 1) n’est pas vérifié pour
tout n € N mais pour tout n € N*.

Exercice 4 3 points

Jean s’amuse régulierement sur un terrain de football avee le gardien/de but. L’épreuve consiste
a tirer au but et a observer le résultat obtenu. On dadnxet gue :

- la probabilité que Jean réussisse le premiertir.au bHut est/de 0,7 ;

- §’il réussit le premier tir, alors la probabilité-desréussir’le second est de 0,8

- ¢’il manque le premier tir, la probabilité-de réussir Ié second est de 0,4.
On note Ry 'événement « premier tir att but.est réussi »et Ry 1’événement « le second tir au
but est réussi ».

Construire I'arbre de probabilité correspondant & cette expérience.
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Calculer la probabilité pour que les deux tirs au but soient.réussis.
Calculer la probabilité pour que le second tir au but Soit réussi.

On note A, I'événement « Jean a réussi exactement i tir au but ». Calculer P(A).
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» Voir le corrigé. » Retour au sommaiypé.

Exercice 1 4 points

On considére le systéme d’équation (S) défini par :

Montrer que le systéme (S) est équivalent a I’équation (E) : 36a — 25b = 1 ot a et b
désignent des entiers relatifs.

Vérifier que le couple (=9, —13) est une solution de FE.

Montrer que 'équation (E) est équivalente a 'équation (E’) : 36a = 1[25].
Donner 'inverse modulo 25 de 36.

En déduire les solutions de (E’).

[d 2. Déterminer les solutions de équation (E).
b. En déduire les solutions du systéme () telles que 0 < z < 50.

Exercice 2 8 points

Dans le plan orienté (&), on considére un carré ABC'D de centre O tel que
7r
(AB, AD) = % [2n].

E, F, G et H désignent les milieux respectifs des segments [AB], [BC], [CD], [DA].
(€)1) est le cercle circonscrit au triangle ABD.
I est le symétrique de O par rapport a G.

Faire une figure que 'on complétera. On prendra AB = 4 cm et on placera (AB) hori-
zontalement.

Soit (I') 'hyperbole de rectangle fondamental le carré¢”ABC.D et d’axe non focal la droite
(EG).
a. Préciser le foyer J de (I") situé sur la demi-droite [OF ).
b. Préciser la directrice (2) de (I') associée au foyer .J-
c. Construire le point K de (') situéswrsle segment” [J B].
d

. Déterminer la demi-droite asymptote de (I') située dans la portion du plan délimitée
par les demi-droites [OF) et [OG).

e. Construire la branche (I'g) de (F) située dans la portion du plan délimitée par les
demi-droites [OF) et [OG).
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Soit S la similitude plane indirecte d’axe la droite (AC')de rapport 2, qui transforme le
point F' en le point I.

Démontrer que son centre est O.
Soit (I') 'image de (I") par S.
Montrer que (I') est une hyperbole équilatére:
Trouver l'excentricité de (I'V).
Construire le cercle principal (6%) de’(I'Y).
Démontrer que (I') et (I') ont’les mémes agymptotes.
Déterminer 'axe focal de (I).
Construire l'image J' du foyer~J de (I').
Construire I'image (%) du cercle{%7) par S.

PR -0 &0 T

Construire I'image (I')) de (I'g) par S.

Exercice 3 5 points
Partie A

Soit ¢ la fonction numérique définie sur ]O, —1—00[ par : g(x) = ze® — 1.
Calculer la dérivée ¢’ de g.
Dresser le tableau de variation de g. On admet que lim g(x) = +o0.

T—r+00
a. Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une solution unique a appartenant a l'inter-
valle ]%, 1 [
b. En déduire le signe de g(z) sur |0; +oo].

Partie B

Soit f la fonction définie sur }O ; —1—00[ par f(z) =e* —Inux.

- =

On désigne par (¢') sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, i, 7).

Calculer les limites de f en 0" et +oo0.
Montrer que la dérivée f' de f est f'(x) = M
x

E a. Dresser le tableau de variation de f. On admet queta courbe (¢") admet une branche

parabolique de direction (Oy).

1
b. Montrer que f admet un minimum f(a) =& 4 —.
«

Tracer la courbe (%¢). On prendra a = 0,6 et f(a)= 2,3,

Exercice 4 3 points

Soit la série statistique & deux caractéres<(X,Y ) donnée par le tableau a double entrée ci-
dessous.
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& NS
Déterminer les série marginales de X et ¥ < &
— <
Déterminer les coordonnées X et Y du Qcﬁ‘nt moyen G du nuage statistique.
o

ﬁ et celle de Y est 2,59.

69

a. Montrer que la covariance de X et Y est égale a

On admet que la variance de X e

169

2 1
b. Montrer que la droite de régression linéaire de Y en X est : ¥ = 4—3X ~ 50
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» Voir le corrigé. » Retour au sommaire’

Exercice 1 4 points

On considére I'équation (E) : 1092 — 226y =-1 ou z et y sont des entiers relatifs.
Déterminer le PGCD de 109 et 226.
Que peut-on conclure pour 1'équation (E)?
Vérifier que 141 est I'inverse de 109 modulo 226.
a. Montrer que I’équation (E) est équivalente a I'équation (E') : 109z = 1[226].
b. Résoudre I’équation (E').
c. En déduire la solution de (FE).
Modifier la question : « En déduire les solutions de (F). »

Exercice 2 8 points

Dans le plan orienté, on considére un carré ABC'E de sens direct, de centre O.
D est le symétrique orthogonal du point O par rapport a la droite (BC). K et O" sont les
milieux respectifs des segments [BD] et [BC].
On désigne par G le symétrique du point C' par rapport a B.
Faire une figure. On disposera [BC| horizontalement, et on prendre BC' = 6 cm.
Soit f la rotation qui transforme O en D et A en C.
a. Déterminer le centre de la rotation f.
b. Déterminer une mesure 6 de 'angle de f.

c. Prouver que f~! = S(oy © S(a) ou Spoy et S(pa) désignent respectivement les
symétries orthogonales d’axes (BO) et (BA), est la réciproque de f.

Soit g = Sop) © R(p,z), R(p,z) désigne la rotation de centre B et d’angle de mesure g
a. Justifier que g est une symétrie glissée.
b. Déterminer g(B) et g(C).
c. En calculant (g o ¢)(B), montrer que le vettenr de g est/u = BO.
d
e

. En déduire que 'axe de g est la droiteK0O'):
. Déterminer I'ensemble (T") des points M du plantels que : g(M) = f~1(M).

Soit () 'hyperbole d’excentricité € =2, de foyer'C' et de directrice associée (BA).

1
a. Soit J le point du plan, telque 37> = 51?
Montrer que G et J sont les sommets de (7).
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Placer le centre Q2 de (7).

Tracer les asymptotes (Aq) et (Ay) de (J€).

Tracer (%)), la branche de I'hyperbole dont l¢ sommet est /.
Le plan est muni d’un repére orthonorméAdirect (B, B? , B—jzl)

En utilisant la définition monofocale dé () appliguée au foyer C', montrer qu'une
équation cartésienne de () dans e repére est ;322 + 2z —y? — 1 = 0.

@ &0 T

Exercice 3 5 points

Résoudre I'équation différentielle (E) *¢" + 3y’ + 2y = 0.

Déterminer la solution particuliére i de (E) qui admet en z = 0 un maximum égal a 1.

Modifier la question : « Déterminer la solution particuliére h de (E) qui admet en x = 0
un extremum égal a 1. »

Soit f la fonction numérique définie sur R par : f(z) = —e 2% + 2¢72.
On désigne par (%) sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repére orthonormé

(0.4, 9).
a. Calculer lim f(x). On admet que lim f(z) = 0.
T——00 T—>+00
b. Déterminer la dérivée [’ de f.
c. Etudier le sens de variation de f.
d. Dresser le tableau de variation de f.
e. Trouver le point d’intersection de la courbe (%) avec 'axe des abscisses.

Calculer lim M

T—r—00 T

Tracer (€).

=

©

Exercice 4 3 points

On dispose de deux urnes U; et Us. L’'urne U; contient deux boules blanches et trois boules
noires. L’urne U, contient deux boules blanches et deux boules noires. Dans chacune des urnes,
les boules sont indiscernables au toucher.
On lance sur une table un dé cubique non truqué, dont les faces sont numérotées de 1 a 6.
- Si le nombre apparu sur la face supérieure du dé est inférieur ou égal a 2, on tire une boule
dans 'urne Uy ;
- Si le nombre apparu sur la face supérieure du dé est strictement supérieur a 2, on tire une
boule dans 'urne Us.
On note % et %, les événements suivants :

2, - « le tirage s’effectue dans 'urne Uy »

YU, : « le tirage s’effectue dans 'urne Us »

% . « Obtenir une boule blanche »

A « Obtenir une boule noire »

1
a. Montrer que la probabilité de I'événement % est 3

b. En déduire la probabilité de I’événement %5.
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Traduire par un arbre de probabilités, les données de 1’énoncé.

8
Montrer que la probabilité de tirer une boule noire est égale a 5

On a tiré une boule noire. Calculer la probabilité qu’elle proyienne de 'urne % .
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» Voir le corrigé. » Retour au sommaire.

Exercice 1 4 points

On se propose de déterminer I’ensemble des couples (x,y) d’entiers relatifs vérifiant 1’équation
(Ep) : 22 — Ty = 3.

Montrer que 'équation (Fy) est équivalente a 'équation (F;) : 2z = 3[7].

Donner I'ensemble des solutions de I’équation (E).

En déduire I'ensemble des solutions de I’équation (Ep).

On désigne par A 'ensemble des diviseurs positifs de 95.

a. Déterminer A.

20 — Ty =3

b. Trouver le couple (z,y) vérifiant le systéme :
ry =95

Exercice 2 8 points

Dans le plan orienté, on considére un carré ABC'D de centre O, de sens direct.

On désigne par I, J, K et L les milieux respectifs des segments [AB], [BC], [CD] et [DA].
(%) est le cercle de diamétre [AJ], de centre O'.

P et @ sont les milieux respectifs des segments [BJ] et [AL].

Faire une figure avec AB = 6 cm.
Soit f la symétrie glissée d’axe (OL).

a. Déterminer le vecteur U de f, sachant que f(D) = I.
b. Déterminer f(K).

Soit () 'hyperbole de rectangle fondamental ABJL et d’axe focal (PQ).

a. Déterminer les asymptotes de (7).

Placer les foyers F' et F' de (%) (on notera F le foyer le.plus proche de point P).
Déterminer les sommets de (7).

Construire les directrices (%) et (%,) deA7£).

Construire le point M de (J€) situé sur lessegment [FJ] (on justifiera la construction
du point Mj).

® &0 T

V5

f. Prouver que l'excentricité de (&7) este = %

g. Achever la construction de (hyperbole (7).

—,

Le plan est rapporté au repére orthonormé (O’, i J) avec i=0 (3
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2

a. Montrer que I'équation cartésienne de () dans c€ repére est : 2% — LA—Y

4

b. Vérifier 'exactitude du résultat obtenu dans la“question 3:f.

2

Exercice 3 5 points
x p—

1
On considére la fonction numeérique f sur J0; +oof part f(z) = 1 2Inz.

a. Calculer la dérivée f’ de f.
b. Etudier le sens de variation de f:
c. Montrer que 'équation f(z) = 0.admet une solution unique « € [3;4].

Soit g la fonction définie sur |3; +oo[ par : g(x) = 1+ 8Inz.

Erreur dans I'énoncé : il convient de définir g sur [3; +o00] et non sur |3; +-00[. En effet, la
question 2. b., suppose que ¢(3) existe.

a. Montrer que les équation f(x) = 0 et g(z) = z sont équivalentes sur l'intervalle
13; +o0.
Remplacer cette question par : montrer que les équation f(z) = 0 et g(x) = x sont
équivalentes sur 'intervalle [3; +oo].

b. On suppose que : Vz € [3;4], g(z) € [3;4] et |¢/(z)] < 5.
Montrer que Yz € [3;4], [g(z) —a| < 3|z —al.

On considére la suite numérique (u,,) définie par ug =3 et Vn € N, wu,11 = g(u,).
a. Montrer que Vn € [3;4], wu, € [3;4].

Erreur dans I’énoncé : il s’agit de montrer que Vn € N, wu, € [3;4].

Montrer que Vn € N, |u,11 — a] < §lu, — al.
En déduire que VR €N, |u, —al < (3)".
Montrer que la suite (u,,) converge vers le réel a.

© &0 T

Déterminer le plus petit entier naturel ng tel que w,, soit une valeur approchée de
a & 1072 preés.

Exercice 4 3 points

Une classe d’un lycée est constituée de 26 garcons et 14 filles. 13 garcons et n filles de cette
classe sont inscrits dans un centre d’apprentissage de langues. On choisit au hasard une personne
parmi les éléves de cette classe. On note les événements suivants :

G : «la personne choisie est un gargon »

F' : «la personne choisie est une fille »

L : «la personne choisie est inscrite dans un centre d’apprentissage de langues »

Calculer les probabilités P(G) et P(F).

Construire un arbre de probabilités correspondant-aux données de I’énoncé, sachant que

1 n
13
Montrer que P(L) = 4—5 n

Déterminer n pour que les événements L et GG soient indépendants.
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» Voir le sujet. » Retour au sommaire. @Qv
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. @ﬁ& <
Exercice 1 T

a. L’équation caractéristique de la 8349%

ﬁ)réc ente (S) : Voot Vo1 —Vyest:r2 +7 —6=0.
Elle admet deux solutions distinctes ;7 = 2 et r = —3.

On en déduit que la suite (a,) de-terme générale a,, = a2" et (b,) de terme général

b, = 5(—3)™ sont les suites géométriques de (.5).

Le premier terme de (a,) et celui de (b,) étant égala 1,onaag =a =1letby =3 = 1.
D’ou : a,, = 2" et b, = (—3)™ pour tout n € N.

. Soit n € N.

Untz + Uni1 — 6U, = a2 4 B(=3)""% 4+ a2 4 B(=3)"" — 6(a2" + 5(—3)")
= (2" 4 27— 6.2") 43 ((=3)"F + (=3)"" — 6(—3)")

=0 =0
=0
Donc (U,) € S.
. Déterminons d’abord une solution particuliére de I’équation 8a — 275 = —11

L’algorithme d’Euclide appliqué a 27 et 8 donne :
2T=8x34+3

8=3x2+2

3=2x1+1
En remontant I'algorithme d’Euclide, I'on obtient :
1=3-2x1

1=3-(8—3x2)=-8+3x3

1 =—-8+(27T—-8%x3)x3=—-8x10+27%x3

Donc 8 x (—10) — 27 x (=3) = 1.

En multipliant les deux membres de 1’égalité ci-dessus par —11, on obtient :
8 x (110) — 27 x (33) = —11.

D’ou (110, 33) est une solution particuliére de I’équation 8aw — 273 = —11.

8§ x 110 — 27 x 33 = —11

{ S8a — 278 = —11

On en déduit 8 divise 27(8 — 33).

Comme 8 est premier avec 27, aler
Il existe donc un entier k£ tel que /3"13«3 =

En remplacant § par 33+8k ans(zl&’z\éﬁ(ﬁati

éoréme de Gauss, 8 divise [ — 33.
. D’ou =33 + 8k.
8a—27/ = —11, on obtient a = 110 + 27k.

L’ensemble des solutions de I'équation 8a—275 = —11 est : {(110 4 27k ; 33 + 8k) ; k € Z}.
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b. En remplacant o par 110 + 27k et [ par 33 + 8k dans I'équation 4o+ 98 = 17, on
trouve k = —4.

c. La suite (U,) est de terme général U, = a2" 4 5(—3)".

Uy =17 da+ 98 =17
<~

Us; = —11 8a — 278 = ~11
Or d’aprés 2.a., «a et [ sont solutions'de I’éguation 8o — 273 = —11 s’ils sont de la
forme : o = 110 + 27k et § =33 + 8k:
Mais d’aprés 2. b.,, « = 110 + 27k et 8 = 33 + 8k sont solutions de I’équation
4o+ 90 =17 si k = —4.
Doua=1104+27x (—4) =2 et/ 5=33+8x (—4)=1.

On en déduit aussi que pour Uy = 17 et Uz = —11, la forme générale de la suite (U,)
est U, = 2.2" + (=3)".

d.
Soit n € N.

On sait que —3 = 2[5]. On en déduit que (—3)" = 2™ [5].
En ajoutant membre & membre 2.2" & I’égalité précédente, on a : 2.2" + (=3)" = 2.2" + 2" [5].
C’est a dire 2.2" 4+ (=3)" = 2"(1 + 2) [5].
Don U, = 3.2"[5] pour tout n € N.
e. -sin=0, Uy=3I[5]. Le reste de la division euclidienne de Uy par 5 est 3.

-sin=1, U; =6[5] = 1[5]. Le reste de la division euclidienne de U; par 5 est 1.

- sin =2, Uy = 12[5] = 2[5]. Le reste de la division euclidienne de U, par 5 est 2.
- sin =3, Us=24[5] =4/[5]. Le reste de la division euclidienne de Us par 5 est 4.
- sin =4, Uy =48[5] = 3[5]. Le reste de la division euclidienne de Uy par 5 est 3.

Déduisons les restes suivant les valeurs de n
Soit n € N.
Alors n peut s’écrire n =4k, n =4k + 1, n=4k+ 2 oun =4k + 3 avec k € Z.

Comme 24 = 1[5], alors (2*)" = 1[5]. On en déduit que :

- sin =4k, Uy =3.2%[5] = 3(24)" [5] = 3[5]. Le reste de la division euclidienne
de Uy, par 5 est 3.

Ssin=4k41, Uy =32%+1[5] =3 x2.2%[5] =6(29" 5] =6[5] = 1[5]. Le
reste de la division euclidienne de Uy, par 5 est'1.

- sin =4k +2, Upyo = 3.2%2[5] =3 x24,2%[5] =12 (24)/LC [b] = 121[5] = 2[5].
Le reste de la division euclidienne deJ)x45 par 5 est 2.

Ssin=4k+3, Upps = 3.2% 3 51=3 x-8.2% [5] = 24 (24" [5] = 24 [5] = 4[5).
Le reste de la division euclidienne de U4 par 5 est 4.

a. En remarquant que W,, = 201 4 (=3)" = 2.2" + (=3)", on en déduit que la suite
(W,,) n’est autre que la suite (t,). D’apres 2.d., W,, = 3.2"[5] pour tout n € N.
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=320432"+ ... +3.2"[5]
=32+ 2"+ -+ 2 [5)

1—2mt n+1
=3x 5 =-31-2"")[5
=2(1-2"")[5] car —3=2[5]
=2—4.2"[5]

b. 1956 = 4 x 489.
Siese' =2 —4.2196[5] =2 L4 29 =2 —4 x 1[5] = —2[5] = 3[5].
Le reste de la division euclidienne de/Sig56 par 5 est 3.

Exercice 2

L’équation 22 + (v/3 + i)z 4+ 1 = 0 admet pour discriminant A = —2 + 2+/3 .
Cherchons un nombre complexe u = = + iy tel que u? = —2 + 2/31.
22— y? + 2ixy = —2 + 2V/3i.
Par identification des parties réelles et des parties imaginaires, ona : z2 — y2 = —2 et zy = /3.
D’autre part, comme |u|? = | — 2 4 2+/3i| alors 22 + y? = 4.
v -yt =2 (1)
On obtient le systéme d’équations suivant : { #° +y> =4 (2)
zy = /3 (3)
En additionnant membre a membre 1'équation (1) et (2), on obtient z = —1 ou z = 1;
En multipliant I’équation (1) par —1, puis en ajoutant membre & membre la nouvelle
équation obtenue et 1’équation (2), on en déduit que y = —V3ouy=+3.
L’équation (3) nous indique que z et y sont de méme signe.
Dot A = (1 +i+/3)2
On en déduit que les solutions de I’équation (E) sont :
,_(V3-1) (V3+1)

= (L) et 2 = S (-1 )

o — (\/3—1)(_1_|_,L') _ (ﬁ—l)\/ﬁ(_\/?ﬁ_'_i\/??) _ (V642) (COS(SW)+Z~ sin(3 ))

2 1 1

2= O (1) = O5EVR (= — i Y SO (o) + i sin(—)).

Partie A
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Construction du point [
2B -TA=T
2TA+AB) -TA=T

Al — 248

I est le point tel que B soit le milieu
du segment [AI].

Construction du point J

0B £ JA =0
2(J71+/@)+ﬁ>1:6>
D’oux ﬂ:;@

J est le point du segment [AB] tel que

ENEEYY:

Le centre du cercle (%) est le point d’intersection de la médiatrice de [AB] et de la

perpendiculaire & (7)) passant par A.

2
Comme J € (%)) et AJ = g/@ alors/Jest.in point du cercle (47) situé sur la

corde [AB]\ {A, B} de (%). Par conséquent, Joest'un point de 'arc du cercle (%)
qui est situé dans le cercle (63) et J est distinct’de Q; et Q.

3
D’autre part, B € (%) et B = Z_LI-j (voirx) alors B est un point du cercle (%3)

situé sur la corde [IJ]\ {I,J} de (%)) Par conséquent, B est un point de 'arc du
cercle (%) qui est situé dans le.cerclé (%)) et B est distinct de 2 et .
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On en déduit que les points d’intersection €2; et Q3 des cercles (4)) et (%2) sont
situés de part et d’autre de la droite (JB) = (AB).

&) 2TB+TAZ 0 « 271 +2B+JI+1A=0
s 371 +4IB=0

— =11

Soit €2, le centre de la similitude?S. Alofs Q) vérifie ((74, (ﬁ) = g [27].
Or ((7),(AB)) = g (7). On en deduit que ((F), (AB)) = (QA, OB) [x].
L’;arggle formé par la tangente (.7) et la corde [AB] a méme mesure que I’angle inscrit
(QA, (ﬁ) interceptant cette corde. Donc Q) € (%5).
De plus, comme (Sﬁ, (ﬁ) est orienté positivement, alors Q = Q.
Comme S(A) = B, alors AQ; = 2B;.
On a alors :
AB? = AQ? + BO? — 240,.BO, cos(g)

1
= AQ? + BQF — 2(2 BQ,).BQy x 5
= AQ? — BO?

On en déduit que AB? + BQ? = AQ3.
D’aprés la réciproque du théoréme de Pythagore, le triangle AB(); est rectangle en B.

Par conséquent, le centre F du cercle circonscrit au triangle AB); est également le
milieu de 'hypoténuse [A€;]. Donc les points A, E et 2; sont alignés.

Partie B

a e ﬁzgﬁ.
_>

En effet, Comme 2J? + J—zzl = ﬁ, alors Qﬁ + J? + BA = ﬁ Il en résulte
que Bﬁ + 2@ = 6> D’ou B_J) = %@

e (BO) ou O € [EF], est la médiane duvtriangle EF' B issue de B.
Donc J est le centre de gravité dutriangle I/ F' B-
b. Montrons que EJ = BK

J étant le centre de gravité du. triangle équilatéral EFB, alors EJ = JB. Or
JB = BK. Donc EJ = BK.

Montrons que (E?, BK) = 60°.

(EJ) L (A) et (BK) LQ,BY.
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De plus, les angles (ﬁ, BK) et (A, QB) étant aigus, on en déduit que
(EJ,BR) = (WA, . B) = 60°

c. Comme EJ = BK et EJ # B—I>(, il existeé un rotation R d’angle (E?, BK) = 60°
qui transforme E en B et J en K.

Comme le triangle Q; EB est équilatéral, alors. la médiatrice de [FB] passe par le
point €2y.
D’autre part, on a BJ = BK &t{(JK) L*(BQ;). On en déduit que (B2;) est la
médiatrice de [JK].
Donc les médiatrices des segments [EB] et [JK] se coupent en 2, centre de la
rotation R.

Le triangle EF' B étant équilatéral de centre de gravité J, alors la médiatrice de [E B]
passe par les points J et F'.

De plus, comme le triangle 1 E'B est équilatéral, alors la médiatrice de [E'B] passe par €.
Donc les points €2, J et I’ sont alignés.

9= Tgz 0 R = S&r) ©S@us) 0 Su) © Sr) = S(Er) © SauF)-
g est la composée de deux symétries axiales S(gp) et S, ) d’axes sécants en F'.
C’est donc une rotation de centre F.

Partie C

(1J) est l'axe focal de (72).
Le second foyer de I'hyperbole () est le point I’, symétrique de I par rapport a J.
A et K sont les sommets de ’hyperbole ().
Construction de M
Soit My, le point d’intersection de [©21]) et du cercle directeur (%) associé au foyer I.
M est le point d’intersection de [I€2] et de la médiatrice de [I'M).

En effet,

MI'— MI = MMy— MI (car M est sur la médiatrice de [I'Mp))
= I M,
= AK

Ce qui prouve que M est un point de I'hyperbole.
(F$y) asymptote de ()
(J) L (IQ4) car le triangle I.J€ est inscrit dans le cerele (41) de diamétre [1.J].

Or [J€] est un rayon du cercle principal (€,). On endéduit que (1€2;) ot I est un foyer
de (J€) est la tangente a (%,) en €.

Donc (J€;) est une asymptote de () et d’aprés II: 15y (FQy) est asymptote a (7).
(JE) asymptote de ()

(JE) étant le symétrique de (FQ);) par rapport & llaxefocal (JA) est par conséquent la
seconde asymptote de ().

a. Comme toute similitude consérve le-rapport des distances, alors () et (") ont
méme excentriciteé.

Dote=— =2
ou e K
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b. Asymptotes de (")

o S()=0.
S(J)=J" ou J" est le milieu de [, K].
Comme (J€) est une asymptote de” ( )alors (J'€) est une asymptote de
().

o S(J)=J".
S(E) = E' ou E’ est le milicu-du segment”[Q, B].
Comme (EJ) est la seconde asymptote de (#°) alors (E'J’) est la seconde
asymptote de ().

Sommets de (7”)

e S(A)=B.
Comme A est un sommet de (), alors B est un sommet de (7).

e Déterminons le second sommet de (7).
S(J)=J".
Comme J est le centre de (), alors J' est le centre de (7).

On en déduit que le second sommet de (") est le point K', symétrique de B
par rapport a J'.
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Correction bac 2010 - Série C

. . . O &
» Voir le sujet. » Retour au sommaire. @Qv ,@\?'
S
SR
& S
T
&
a. <
=125 <= 2°+1=025
<= 2?41 est un maltiple de 25
< 22 +1=25k aveck€Z
— 2 =-1+25k aveck€Z
Donc les équations 22 = —1[25] et 22 = —1 + 25k ou k € Z, sont équivalentes.
b. Sik=2alors 2> = -1+25x2=49. Douz=7Touz=—T.
a. - sin=0alors2’—4 = —3[5] = 2[5]. Le reste de la division euclidienne de 2° —4
par 5 est 2.
- sin=1alors 2! —4 = —2[5] = 3[5]. Le reste de la division euclidienne de 2! — 4
par 5 est 3.
- sin =2 alors 22 — 4 = 0[5]. Le reste de la division euclidienne de 2% — 4 par 5
est 0.
- sin =3 alors 23 — 4 = 4[5]. Le reste de la division euclidienne de 2% — 4 par 5
est 4.
- sin =4 alors 2! —4 = 12[5] = 2[5]. Le reste de la division euclidienne de 2% — 4
par 5 est 2.

Déduisons les restes suivant les valeurs de n
Soit n € N.
Alors n peut s’écrire n =4k, n =4k + 1, n =4k + 2 ou n = 4k + 3 avec k € Z.
Comme 24 = 1[5], alors (2*)" = 1[5]. On en déduit que
- sin =4k alors 2% — 4 = (29" — 4[5] = —3[5] = 2[5]. Le reste de la division
euclidienne de 2% — 4 par 5 est 2.
- sin =4k +1 alors 2%+ — 4 = (24)" 2 —4[5] = —2[5] = 3[5]. Le reste de la
division euclidienne de 2*+! — 4 par 5 est 3.
- sin =4k + 2 alors 2%+2 — 4 = (29" 22 — 4[5)= 0[5]. Le reste de la division
euclidienne de 242 — 4 par 5 est 0.
- sin =4k + 3 alors 243 — 4 = (249)F 23

Exercice 2
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(2)
E
E
D ——C
ST
\\\ /”,/’/’/l’H
Py -
G 0
60°
A B
Soit Py un point tel que (FPyA, Pozé) = g [27]. Alors Py € ().

MeT « (MAMC) = (PA, BC) [27]

<= M est un point de I'arc de cercle AP,C'

—

D’ou I' est 'arc de cercle AP,C.

a. (FA, E(E) = g [27] car E est un point de (I').

™

De plus, (A(E,AE) =3 [27] car ((AC),(2)) = = [r] et E € (2).

wl

T
On en déduit que le triangle FAC admet deux angles de mesure 3 C’est par consé-

quent un triangle équilatéral.

b. Comme FA = EC et ﬂ #+ E?, alors il existe une rotation r d’angle (E A, E( E) =
de centre E, qui transforme A en C.
a. Dans le triangle FAC,
- (GF)/] (AC) et (AG)N(CF)={E}
EG FEF
EA ~ EC

[27T] Y

w3

- D’aprés le théoréme de Thalés,

Dans le triangle FOA,

- (GH)/J/ (AO) et (AG)N(OH) = {F}
G FH
FEA BO
EG FEF/ EH
EA  EC EO

- D’aprés le théoréme de Thalés;

On en déduit que

EH 2
Or 70 " 3 car H est le centre de gravité du triangle FAC.
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Dot EG EF 2
MEATEC T3

b. Les points E, G, A ainsi que E, F, C' étant alignés dans le méme ordre, on en déduit
2— 2
les égalités vectoriels : Eﬁ = §EA et ﬁ = gﬁ
Ce qui montre que G et F' sont respectivement les tfansformées de A et C' par I’ho-

2
mothétie de centre E et de rapport 5

2
c. Soit h 'homothétie de centre E et-de rapport 3 qui transforme A en G et C en F.
Posons S = hor.

2 m
S est une similitude plane directe de centre E, de rapport 3 et d’angle 3 qui trans-

forme A en F.
En effet, S(E) =hor(E)=h(E) =FE et S(A) =hor(A)=h(C) =F.

Partie A

L’équation caractéristique associée a I’équation différentielle v 4+ 7%y = 0 est : r2+72 = 0.

Elle admet deux racines distinctes : 1y =t =0+itmet ro = —imr=0—17.

D

onc la solution générale est : y(z) = €% (c; cos(mx) +ca sin(mx)) = ¢; cos(mx) + ¢y sin(mz)

ol c¢1, co sont des constantes réelles quelconques.

H

{

9

est de la forme g(z) = ¢; cos(mz) + cosin(mx) avec g(0) =0 et ¢'(0) = 27.

9(0):0 Ccl = 01:0
| = —
g'(0) =2rm com =27 co =2

est la fonction définie sur R par : g(x) = 2sin(nz).

Partie B

a. La fonction z — 2sin wx existe pour tout x € [—4;0];
1
la fonction z — z? (5 —In a:) existe pour toutz € ]0; *o0.

Donc Ef = [—4; +o0].

b. Continuité en 0.

xli%l, f(z) = f(0) = 2sin(w x 0) = 0.

- o (L2 o -
xligi fz) = $1i>151+(§x — 2z Inz)y=20:

Comme hI(I)l flz) = lir(r)l f(x) = £(0), alers la fonction f est continue en 0.
x—0_— x—04

Dérivabilité en 0.
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B 94 .
lim M = lim SITE 21 lim Y 2mou 'on a posé u = 7 x.
z—0_ €T z—0_ X u—0_— U

— f(0 1
lim M = lim (—x—xlnm) =A0.
z—04 T z—04 \ 2

Comme lim 2 &) = /) £ lim ()= #0)
r—0_ €T z—04 x
c. Vo€ [-4;-2], ona 2sinx(z+ 2)= 2si(rzr + 27) = 2sin7z.
La fonction z — 2sin 7z, définie sur [44; 0], est périodique de période 2.

, alors la fonction f n’est pas dérivable en 0.

On peut alors restreindre son étude stir [—2; 0], puis reporter son tracé sur la portion
[—4; —2] par la translation de vecteur —21.

D’ou I’étude de la fonction f peut étre réduite a lintervalle I = [—2; 4o00].
a. La fonction f est dérivable sur | — 2;0[U]0; 4o0].

Vo €] —2;0[, f'(x)=2mcosmnz.
Va €]0;+00], f'(z)=—-2zlnz.

Signes de f’
Sur | — 2;0[, f'(x) est du signe de cos z.
cosmx > 0 <— —g+2/€ﬂ'§ﬂ'$§g+2kﬂ' ke

1 1

> z€]—2—2oux € [-3;0 (en prenant k=0et k= —1)

D’ou, sur l'intervalle | —2;0[, f(z) >0 <= z€]—2—-3Jouz e [—50[

Sur ]0; +o0l,
f(x)==2zxlnz >0 < z€]0;1];
fl(z)=-22lnzr <0 < z e [l;+0].

Tableau de variation de f.

S, () = —eo
x —2 —3 -1 0 1 +00
f/(x) + 0 — 0 + + 0 _
flz) / \ . \
0 —2 / —00

b. Branches infinies
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lim @: lim :clnx( 1 —1>:—oo.
r—+o0 I T—+00 2Inz

La courbe (%) admet une branche parabolique’de diréction (Oy) en +o0.

Points d’intersection avec l'axe (Ox)

Si—2<z<0

flz) =0 < sinmr =0 <= r=<20mzr=louxr =0

Siz>0

1 1
flz) =0 < 56'2(5—1111')—0 = lna::§ — r=./e

Sur [—2;+o0[, les points d’intersection de la courbe (€’) avec I'axe des abscisses

sont : (—2,0); (=1,0); (0,0) et (1/e,0).

3 1N
2 4
1 4
—4 ! 2 A \" 1 2 3 '
_91
—31
\/é p3Ve Ve
5 Ag = / f(x / :r21n$) dr = [E} —/ 2?Inzde.
1 1

e

Intégrons par parties / 22 Inz dx
1
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( _ 1
) . fu(x)=Inzx u(x)—;
Si I'on choisit ¢ , , alors on peut prendre 3
vi(z) == (2y2 z”
\ v o 3
Ve o Je 1 [Ve
Il vient, en intégrant par parties : / 2?2 Ingd dp= 3 In x} ~3 / 22 dx.
1 % 1 1

5 3 3
D’ou Ay = {i — x—lna:

Ve o 9 « _
_ 2e/e 5u.a:4e\/6 10C )
18 3 9

T

[ Voir figure.

a. Comme toute similitude de rapport k& multiplie I'aire de la transformée par k2, la

2
similitude S multiplie I'aire de la transformée par ( \/7§> = %

Dot : Ay =34, = (1) Apa= -+ = (3)" Ao
1

b. (A,), est une suite géométrique de raison 3.

Ao x (1= (3)"*)

1
l—3

SnIAo—i‘%AO‘F""i‘(%)nAo:

8e\/6—20C )
9

= 249(1— (})™*)

c. lim Sn = 2A0 =

n—-+00

m
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Série C

» Voir le sujet. » Retour au sommaire. @@Q;@\'
PR
& Y
z§§ N >
z 49)&3%” <
Exercice 1 pe
% 2 QQ”O

A+B:/
0

A—B = / * olcos?(x) — sin?(z))dz = / 1 cos(22)dz.

0 0

' o fu(x) =2 -
Si I'on choisit { alors on peut prendre 1
v'(x) = cos(2x) v(z) = 3 sin(2x)
Il vient, en intégrant par parties :
B [1.(2)]2 1/’5.(2)d 1/’5.(2)d [ (2)]3 1
— B=|zzsin(2z)|” — = sin(2z) de = —= sin(2x) dr = |—cos(2x)| " = —=
2 o 2/ 2 Jo 0 2
2
A+ B= T (1)
8
1
9 (2)
2
1
En additionnant membre & membre I’équation (1) et (2), on en déduit que, A = 71T—6 -7

En multipliant I’équation (2) par —1, puis en ajoutant memb
2

équation obtenue et ’équation (1), on en déduit que B =

16

re & membre la nouvelle
1

+ 7
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Exercice 2

axe 'y o

100+

951

901

851

801

751

701

651

601

551

501

45+

401

351

301

251

201

15+

104
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L’équation de la droite de régression linéaire de y en x est donnée par : y = ax + b ou
_ Cov(z,y)
V(@)

Moyenne

et b=7y—ax.

5
_ 1 1+2+3+4+5

7

3

=1
I 96,14 63,5 + 49,2 +41°5 435, 7
SN

5

= 57,2
i=1
Covariance, variance

5
1 1% 964 -+ +5x 35,7
Cov(r,y) = = > wigs = 7.7 = Al +5+ KO0 L 3 57,2 = —28.56
=1

5

1 s o 1242243244245
V(x):g;:1xi—x: E -3 =2
—28, 56
a=—"—=-14,28 ; b=>57,2— (—14,28) x 3 = 100, 04.

2
D’ou I’équation de la droite de régression linéaire : y = —14,28 z + 100, 04

Pour . = 6, y = —14.28 x 6 + 100, 04 = 14360.
Le bénéfice au 6éme mois est estimé & 14 360 francs CFA.
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Partie A
F
AN
\ 7
\ -
Qs
7
7 “ \
@) -7 N c
Keal -~ /O/ \
- - 9] g
\
\
B\
\
D

Les triangles ABC et FAK sont isométriques

e AB=FA.

o AC = FK. En effet, comme C?% = ﬁ, alors (K F A/est un parallélogramme. On
en déduit que FK = AG. Or AG = AC. D’or AC = FEK.

o (AB,AC) = (EA, ER) [27]

En effet, (AB) L (FA) et (AQ) L (EK).

On en déduit que (E : 1@) et (EA, EK) sont deux angles (aigus) a cotés perpen-
diculaires. D’oit : (1@,@) = (ﬂ, EK) [27].
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Donc les triangles ABC et FAK sont isométriques pwisqu’ils ont un angle de méme
mesure compris entre deux cotés respectivement de méme longueur.

Existence de R; telle que R1(ABC) = FAK
Comme AB = EAct AB # ﬂ, alors il existe une rotation &1 d’angle (AE, EA) = g [27],

qui transforme A en F et B en A.

Reste a montrer que R;(C) = K.

Soit K’ le point tel que R (ABC)y= EAK".

On a AC = EK'. Or AC = EK."On‘en déduit que EK = FK’.

On a également (@,E) = (E—1>4, BK")[2x]. Or (1@,1@) = (ﬂ, EK)[27]. On en

déduit que (EA, EK') = (EA, ER) [2x].

Donc K = K’ et par conséquent R;(C) = K.

Construction de §2, centre de la rotation R;

(; est le point d’intersection des médiatrices des segments [AE] et [BA].

Soit 2, le centre du parallélogramme GK FA

La rotation Ry, de centre §2 et d’angle 7 transforme le triangle EAK en le triangle GK A.
D’out Ry = Ry o Ry transforme le triangle ABC' en le triangle GK A.

Angle de R,

Comme 7 + g = 3; # 0[27] alors Ry = Ry o R; est une rotation d’angle 3;
Construction de €2

Ry(A) =G.

Ry(C) = A.

s est le point d’intersection des médiatrices des segments [AG] et [C'A] c’est a dire {2y
est le centre du carré ACFG.

a. f = Ry o Ry est la composée de deux rotations, de centres distincts, dont la somme
des angles g + g = 0[27]. C’est donc une translation.
C@ est le vecteur de translation de f.

o (IE, IA) = g [27]. En effet, comme Ry(B) = Aet R, (C) = K, alors (Bi%,AK) = g [27].
Or (BC, AR) = (IB,IA). Donc (1B, IA) = g 2}

e (N E, MA) = g [27] car Q; est le centre du carré ABDE.
On en déduit que les triangles I AB et 21 AB sont restangles, d’hypoténuse commune [AB].

Donc les points A, B, I et §2; sont situés sur leméme cercle (%) de centre O, milieu de [AB].

A .40 E%[ZW].
o (0, A = g [27].

On en déduit que les triangles JAG et €25 AG sont rectangles, d’ hypoténuse commune [AG].
Donc les points A, G, J et {2y sont situés sur le méme cercle (¢”) de centre O', milieu de [AG].
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Partie B

S(A)=Aet S(O)=0'.

O/ — 2
S est la similitude de centre A, de rapport T0-5 2. et' d’angle (B, A0 = % + g [27] = g [27].
E L’expression complexe de S est donnée'par'z. ~ zx =2 ei%ﬁ(z — z4) avec z4 = 0 (origine
du repére).
Dou 2/ = (—1+1 \/g)z
EC r_9 iz déduit _1 —i 2 1 ;V3BY\ o
omme 2 =2 " z, on en déduit'que z £ 5 e™'s 2 —<—Z—1T>z.
En remplacant z par x + iy et 2’ par 2’ + 7y dans l'expression z = (—% — 273) 2/, on

obtient apreés identification des parties réelles et des parties imaginaires :

1 1
Tr = Zl(—ﬂfl + \/gy/> et Yy = —Z—l(\/gxl +y/)

Partie C
.’13'2 y2
4x2+y2:4 = §+§:1

(&) est une ellipse :
— de centre A(0,0);
— de sommets : B(1,0); J(—1,0); (0,2); (0,—2)
— de demi-distance focale ¢ = /22 — 12 = /3 et de foyers : F(0, \/3) et F'(0, _\/3)

1 1
En remplacant = par Z(—x’—i— V3y') et y par _1(\/5 2’ +y) dans Iéquation 422+ y? = 4,

ona: 7x? — 632y + 13y = 64.
D’oti une équation de (&) : 722 — 6v/3 xy + 13y = 64.
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» Voir le sujet. » Retour au sommaire.

Exercice 1

Soit z = ib ou b € R, une solutio )

(ib)* — V2(ib)® — 4v/2(ib) — 16 = 0= b¥*— 16 + iv/2b(b> — 4) =0
o= bt~ 16=0et b(b* —4) =0
< b=2o0ub= -2

Les solutions imaginaires pures sont zy = 2i et z; = —24i.

L’équation Z* — V273 — 427 — 16 peut alors se mettre sous la forme :

Z4 =22 —aNRZ — 16 = (Z — 20)(Z + 2i)(Z* + ¢Z + d)
= (2 4+ 4)(Z* + cZ +d)

Le terme de degré 0 du second membre est 4d. On en déduit que 4d = —16. D’ott d = —4.

Le terme de degré 1 du second membre est 4c. On en déduit que 4c = —4+/2. D’on

c=—2.

Il vient que : Z* — 27% — 427 — 16 = (2% + 4)(Z2% — V27 — 4).

L’équation Z% — /2Z — 4 = 0, de discriminant A = (—+/2)? — 4(—4) = 18 admet deux

racines zo = 2v/2 et z3 = —/2.

Donc les solutions de 'équation Z* — V273 — 427 — 16 = 0 sont : 29 = 24, z1 = —21,
20 = 2V/2 et 23 = —/2.
a.

axe 'y o

axe X
>
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b.

Les points A, B, C et D sont cocycliques <= (Zﬁ, fﬁ) = (Zﬁ, ﬁ) [7]
2C T %A J*C T ZD cR

= 2

B — A ZB — XD
zo—z2a , zc—z2p  —4i | —2=32V2
zp—2a  Zp—2ip  —\2—2% / <33

=V6eR

Donc les points A, B, C' et A appartiennent a un méme cercle (%).
zp+zp V2 1

Le cercle (€) a pour centre, le point d’affixe ————— = —— et pour rayon 5 |zp — zB| =

2 2

Exercice 2
1 12 T 1 1
11:/ xe_de:[—e_T} =—e 2+1
0 0

Soit n € N*.
2

La fonction 2 — 2™ e~ = est continue sur [0; 1].

22

De plus : Vo € [0;1], 2"e”z > 0.
1 2
Donc I,, = / 2" e 2 dr > 0 pour tout n € N*,
0

Soit m un entier tel que n > 3.

1 2 1 2
n —% n—1 _zZ
In:/xe 2dx:/x .rxe 2 dx.
0 0

u=g""? ' = (n—1)2"?
Si I'on choisit ,2 alors on peut prendre 22
vVV=xe T v=—e %
Il vient, en intégrant par parties :

211

1 2
I, = [—x"‘l e_%] + (n — 1)/ 22T dr = —e 7 +(n— 1),_s.
0 0
Dou: [, = —e 3 +(n — 1)I,,_ pour tout entier n tel que n > 3.

Décroissance de la suite (1,,)
Soit n € N*.

1 1 ) 1 )
_1 _z — X0
In+1—In:/ " e 2dx—/ e 2 da::/ "(r =1)e” 7 dx.
0 0 d

x

z est continué sur [0;1].
2

N

La fonction z — z"(x — 1)e

De plus, Yz € [0; 1], 2™(z — 1)e™ 7 <

»

1
Donc I,,1 — I, = / z"(x — 1) e 27da< O pour tout n € N*.
0
La suite (I,,) est décroissante.

Convergence de la suite (I,,)
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La suite (I,,) est décroissante d’apreés 4..

De plus, (I,,) est minorée par 0 d’apres 2..

Donc la suite (I,,) converge vers une limite [.
Soit n € N*.

Va e [0;1], —% <0.

I
=

362
Par croissance de la fonction exponentiéllg; 0. < e 2/< e°
12
On en déduit que : 0 < x"e” 7 < g™

1 2 1 ZUTH_I 1 1
Par passage a l'intégrale, on a : 0 < / x"e 72 de < / x'dr = { } =
0 0 0
s 1
Dou 0< I, < ——, pour tout n € N*.
n+1

Calcul de [

1
VneN", 0<I[, < ——.
n—+1

Par passage a la limite, ona 0 < lim [, < lim =0

n—-+o00 n—+oom + 1 -

On en déduit que [ = 0.

IE? = ID? + DE? = AI? + 10? = A0? Donc IE = AO.
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Comme [E = AO et ﬁ =+ B alors il existe une uniguerotation r, d’angle (IE,AB)

qui transforme [ en A et E en O.

Cet angle vaut (fg,@) = (513,0?) = —g [27]

Q2 le point d’intersection de médiatrices des ségments [I A] 6t [EO].
Comme r(E) = O, alors (@,fﬁ) = g 2rk
D’autre part, (m,gﬁ) = (O?, O?) = g [27].

D’on, (@,Sﬁ) = (Ql&Ql ﬁ) [27r]. Jes points Q, E, O, 4 sont cocycliques.
o Le triangle QAJ est rectangle isocéle
— s .
En effet, comme 7(I) = A, alors QA = QI et ((T[), QA) = 5 [27]. D’ou le triangle

QAI est rectangle isocéle en (2.

e Le triangle €2, Al est rectangle isocéle

- Dans le triangle AOD,
0, € [AO]; I € [AD].
De plus, (2,1)//(OD).

AQ 1
D’aprés le théoréme de Thalés, on a A_Ol = O_lD
. AQ AO _—
On en déduit que 9111 =oD "= 1 d’ou AQy = 1.

_ De plus, (W1, M A) = (IE,04) = Z bl

Donc le triangle €21 Al est rectangle isocéle en €2;.

Les triangles QAT et Q; Al sont alors rectangles isocéles, d’hypoténuse commune [AT].
Donc le quadrilatere A1) est un carré.

[ s(ABCD) = AQ,IQ.
La similitude S vérifie en particulier : S(A) = A et S(B) =

D’ou, S est la similitude de centre A, d’angle (zﬁ, m) = — [27] et de rapport :

1
A, 74¢ 1 1 2
AB ~ AB  4'cos(Z) 4
e S(B)=Q et S(C)=1.
Comme K est le milieu du segment [BC], alors S(K) = K’ est le milieu du segment
Q1]
o S(C)=1et S(D)=9.
Comme L est le milieu du segment [C' D}y alorsS(L) =L’ est le milieu du segment
[1€Y].
Bs0=e

— 1
S est une similitude plane indirecte/de centre @, d’axe (OD) et de rapport 3

| -

S(C) = J.
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On en déduit que hq,

[SIES

J(A) = J. Dlow Q.f = %@74.

@)-1ah — qB+Bi-1qB B

2
— QB+ B - B sB

— QB=T
~— Q=8B

1
. [ est est une affinité orthogonale.d’axe (OF), de rapport 3

. Voir figure.
. (%") est un ellipse.
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» Voir le sujet. » Retour au sommaire. QD" &
&

<
Exercice 1 <

(

Correction bac 2013 - Série C

En remplagant z par —1 dans I'équation (£), on vérifie que :

(1= (3 +3) (12— (3 +3i)) (-D+1=0.

Soit zp, une solution de (E). Le nombre z, est nécessaire non nul puisque 0 n’est pas une
solution de (E).

1,1, 1 1:\.2 .3
1)3 1,1 (1) 1,15 (1 _1_(§+§Z)Z0_(§+§Z)ZO+Z0_O_
L) -G (%) G (5)r1= o == =0
0 0
5, . / 2 3 1- . .. 3 .
L’équation (E') : 2% — (5 + 52) z + 1 admet pour discriminant A = —2 4 5 b
Cherchons un nombre complexe u = x + iy tel que u? = —2 + 3 1.
. 3.
Alors, 2% — y? + 2izy = —2 + 5
3
Par identification des parties réelles et des parties imaginaires, 22 — y?> = —2 et zy = 1
3 5
D’autre part, comme |u|* = | — 2 + 3 i| alors 2?2 + y? = 3
-y =-2 (1)
, . . 2,22 (2
On obtient le systéme d’équations suivant : { & T4 = )
oy — 3
m1 )
s X > . . 1 1
En additionnant membre a membre 'équation (1) et (2), on obtient z = —5 ouT = o
En multipliant I’équation (1) par —1, puis en ajoutant membre & membre la nouvelle
3 3
équation obtenue et ’équation (2), on en déduit que y = —= ou y = 7
L’équation (3) nous indique que z et y sont de méme
13\
Dona=(5+3i)
ou 5 + 5 1
On en déduit que les racines de 1’équation l+ietzl==—=i

En remarquant que

(z+1) (zz— (g+%i)z+l) =

les solutions de ’équation (E) sont™: { Y, 1+i, - ——= z}

1 1
2% — (§+§z’>z+1,on en déduit que
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Exercice 2

Nous noterons (z;,n;,), les couples qui définissent la distribution marginale de la variable

722

3

>

X, et (yj,me;) les couples qui définissent la distribution marginale de la variable Y.

Dans ce cas, on a : E e

i

Série marginale de X

J

= Zn.j que l'on pose égal a N.

X -2 -1 0
Série marginale de Y
Y —1 0 2
Bog 6 3 5
- 12 5x (=2)+7x(-1)+2x0 17
X == o Tj = -
NE e 14 14
— 3 6x(—=1)+3x0+5x2 2
Y =— il = ==
N; 39 14 7
17 2
Do et e G (~17 2).
ol le point moyen G Rk
1 o 2 1 17\% 89
X)=— o X = — 2 —1)2 42 2—(——) ay
B v N;n$ [ x (=27 + T x (-1)* + 2% 07] ) =106
3 2
1 —2 2 87
Vi) szlnﬂyf 14 7)1
3 3
COV(X, Y) Z Z Ni; Y5 — 7?

<.
Il
—

(Bx2+2x1+2

@IwEIH Zl**
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Le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y est :
Cov(X,Y)
VX) V()

D’ou pPxXy = = O, 068.
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C € Py et D est le projeté orthogonal de C sur la directrice (AD).
Et (AC) qui est la tangente en C a () est également la médiatrice de [BD].
Donc B est le foyer de la parabole.

E est le symétrique du foyer B par rapport a la tangente (AD) a ().

On en déduit que E est un point de la directrice de (Z).
Or E est également le projeté orthogonal de D € (%) sur (EF).

Donc (EF) est la directrice de (£2,).
B est le foyer de (Z7).
(EF) est la directrice de (£%).
On en déduit que (BF') qui est la perpendiculaire & (E'F') passant par B est son axe focal.
C’est par conséquent son axe de symétrie.
D’ou H est le symétrique de D par rapport a (BEY.

[DH] est un segment passant par le foyer B et dont’les extrémités appartiennent a (42,).
C’est une corde focale de (Z).

B est le foyer de ().
(AD) est la directrice de ().
On en déduit que (BE) qui est la perpendiculaire’a (AD) passant par B est son axe focal.
C’est par conséquent son axe de symétrie.
Comme C' € (£;), alors I symétrique de.C' par rapport a (BE), appartient a ().
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E Voir figure.

6 — (BE, BA) = _g [27]

E k= BA — @
BF 2
Bl (C1] corde focale de (22)) est perpendicilaire atson axé focal.
[DH] corde focale de (£7;) est perpendiculaire & soh axe focal.
On en déduit que S([DH]) = [CL}.
Or la similitude conserve les milieux.“Commé B est le milieu de [DH], alors S(B) est le
milieu de [C1].
D’ou S(B) = B.
Donc B est le centre de la similitude S.

La fonction f est définie sur R, , dérivable sur R .

1 1

RY, fl(z)=—= :

VeeRL, fl(x) \/E+x+1
Signe de f’

VeeRyL, f'(x)>0.

Tableau de variation

lim f(z) = 4o0.

r—+00
x 0 +0o
f'(x) +

+00

@y |

0
o fle) 2 In(z+1)\

Jm = lim (% SR )

La courbe (%) admet une branche parabolique de direction @
Voir figure (en rouge).

p étant la distance du foyer a la directrice, on a: p = AB = 2.
L’équation cartésienne de la parabole () est alors y* =2pz = 4x.
On en déduit que () est la réunion de deux courbeg’symétriques par rapport a (JB) :

- la courbe d’équation y;(x) = 24/x
- la courbe d’équation y,(z) = —24/7.

D’ou l'aire de la portion :

/0 (f(x)=y(x))de = /01((2\/E—Hn(w+1)—2\/§) dx = [(a:—i—l)ln(x—l—l)—:c}é =2In2-1
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» Voir le sujet. » Retour au sommaire. Q)@Q;@\\'
PR
& T
@Q} Q@Qfé
W
. KRR
Exercice 1 &év
S

L’équation (E) : Z? — (2ie' cos 0 620 — admet pour discriminant reduit :
A = (ie? cos0)? — 1 x (—e*?) = 2 (—c6s20 + 1) = (e sin 6)2.
On en déduit que les racines de I'équation (£) sont alors :
_iefcosf—esing

7, = : = ¢ (cosf +isinf) = e e’ ¢ = £i(5+2),
- 10 2] 0 o3 2] ) o ] .
Zy = i ;l—e MY _ i (cosf —isinf) = e el e7¥ = ¢i2,
T —7 i(5+20) _
a. arg (M> —arg [ & 2.1 = arg(e?) = 20 [27]
T Za— Zy )
— ? Zp— 7
b. Comme (OA,0OB) = arg (%) [27], alors 20 = g [27]. D’ou 6 = % [7].
A~ Zo
L’ensemble des valeurs de 6 est {% +km; ke Z}.
c.

Za+ Zp =e'2 + G120 =% (1 + em) = ¢'% (1 + cos 26 + i sin 26)
= e'2 (2 cos? 0 + i 2sin 0 cos (9)
= 2¢'% cos @ (cos @ + i sin 0)
= 2¢'% cos f e

= 2cos (310

Ona: [Zs+ Zp|=|2cosf] =2cosf car 0 <0 < 7.
On en déduit que 2cos 6 e(z+9) est la forme exponentielle de Z,4 + Z5.

Donc la forme exponentielle de Z4 + Zp est 2cosfe 210,
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Exercice 2

G
>
D /\\\/a K J
+
E 0\
B
K/ .
0] AN
'J/
(Z0)N1
On appelle parameétre p d’une parabole, la distance du foyer de cette parabole a sa
directrice.
AB étant la distance du foyer B a la directrice (AC'), alors o = AB = 6 cm.
e B est le foyer de (£2);
o G € () car C est le projeté orthogonal de G sur la directrice (AC) et GB = GC.
e De plus, (AG) est la médiatrice de [BC].
Donc (AG) est la tangente a () en G.
Notons H; le projeté orthogonal de H surladirectrice (AC') et Hy le milieu de [E B.
On a: HH, = HyA. Or HH, = HB car H € (&?)./Donc HB = HyA.
On en déduit que H est I'un des points d’intersection de la médiatrice du segment
[EB] et du cercle de centre B de'rayon:Hy A (voir la construction en vert ci-dessous).
E € (). Les points G et H ainsi que leur§ symétriques I et H' par rapport a 'axe

focal (AB) sont des points de (22). A partir de ces 5 points, on obtient une allure
de larc (Z).
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BA 1
S est la similitude de centre B, de rapport K = < = /2 et d’angle
- BD cos(§)
(BB, BA) = % [27].

Comme S(B) = B et S(J) = G, alors BG =A/2B.J et (B?,B(g) = % [27].
On en déduit que le triangle BJG est rectangle isocéle’en J.
J est donc le point d’intersection du eercle de diamétre [BG]| et de la médiatrice de [BG|

tel que 'angle (B 5, B(g) soit orienté positivement (voir construction en jaune).

E Pour construire 'arc (£7)), on applique le méme procédé que celui utilisé pour construire

larc () (voir 3.b.).

Soit H{, le milieu de [BF|. Les points d’intersections K et K’ du cercle de centre B de
rayon [H D] et de la médiatrice de [BF] appartiennent & (Z').

A T’aide des cinq points, K, K', F, J et J' ot J' est le symétrique de J par rapport a
'axe focal (BD), on construit une allure de l'arc ().

Toute similitude de rapport k& multiplie 1’aire de sa transformée par k2.
Comme S est une similitude de rapport v/2 et que S((&)) = (&), alors Ay = (v/2)24) = 24

E SoSo0So08 estlasimilitude de centre B, de rapport (v/2)* = 4.
1
D’ou A = 42A) = 16 x §A0 = 84

Exercice 3

La fonction  — e~ @ est définie sur R et la fonction z — ™! est définie sur R, alors
la fonction 2 — e™* 2™+ est définie sur R. D’'ou Ey, = R

a. f est dérivable sur R.
VzeR, fi(z)=(—e ")z +e*(n+1)2"=(—x+n+1)e*a"

L’entier n étant impair, £ est de méme signe que x. D’ott le tableau de signes :

x —00 0 n+1 +00
—r+n+1 + 0 -
e ” +
" - 0 ¥
i) Y
b. n + 1 étant pair, xl_i)r_noo 2"t =4-00. D'oul mEIEloo e 2" = 4oo.

lim e * "t = 0.
T——+00
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400

Si on choisit {u (z) =e {u(m) -

alors on peut prendre
U(.’I?) — xn+2 P P
Il vient, en intégrant par parties :
P
Lp1p = / e 2" dr = [ —e " x”“}
0

Par passage a la limite,

. IRT =P nt2 . _ .
ETOO Inyip = pllgloo ep +p11>£rnoo(” +2) Ly = (n+2) pEI—Poo Inp

p

P
+(n+2) / e " dy = —e PP 4 (n+ 2)1,,
0 0

p A 7
=0
Dot J,p1 = (n+ 2)J,.
b. J,=Mn+1)J,1=Mn+1)xn)y o= --=Mn+1)xnx---x2xJy=(n+1)Jy

Exercice 4

Pour tous nombres n et p de I'ensemble {1, 2, 3, 4}, X est la variable aléatoire qui a tout
tirage (n,p) ot n # p, associe | n —p |.

. Jé’lo
‘/08(00 O‘? o 1 2 3 4
P
1 1 2
2 1 1
3 2 1
4 3 2 1

Loi de probabilité de X
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» Voir le sujet. » Retour au sommaire. @@@&Q@
s Vo
P &
SRR
oY \\Q‘ QQ‘
s =TS
Exercice 1 &
Q®

a. Les nombres 21 et 17 étant premiers entre eux, PGCD (21;17) = 1.
D’aprés le théoréme de Bezout, il existe (29, o) € Z X Z tel que 21z + 17yo = 1.
En multipliant membre a4 membre ’égalité précédente par 4, on a : 21.(4xg) — 17.(—4y,) = 4
On en déduit que (4zg, —4yg) € Z X Z est alors solution de I'équation (E).
Donc I'équation (E) admet au moins une solution dans Z x Z.

b. On a:
21z = 1Ty =4 <= 21z —4 =17y avec y entier

<= 2lx —4 est un multiple de 17
< 21z —4=0[17]
e 21z = 4][17]
Les équation (FE) et (E’) sont équivalentes.
a. L’algorithme d’Euclide appliqué a 21 et 17 donne :
21=17Tx1+4
1T=4x4+1
En remontant ’algorithme d’Euclide, on obtient :
1=17T—-4x4
1=17T—(21-17x1) x4
1=17T-21 x4+17 x4
1=17Tx5-21x4
On en déduit que 21 x (—4) = 14+ 17 x (—5) et par conséquent : 21 x (—4) = 1[17].
Donc l'inverse de 21 modulo 17 est —4.
b. Comme 21 x (—4) = 1[17], on en déduit que 21 x (—16) = 4[17]. Donc —16 est
une solution particuliére de I'équation (E').

Soit = une solution de ’équation (E’),

21z = 4[17]
< 2lx =21 x (—16) [
21 x (

—16) = 4[17] | <=2z +16) =007

N4

existe donc un entier k € 7Z tel que t@% s\jz&'
Dot = =16 + 17k = 1+ 17(k #1)= 1547k
so?i%lé*éhse nble {1+ 17k ; k € Z}.

En remplacant x par 1+ 17k dans l’éq@aogion F) : 21z — 17y = 4, on obtient : y = 14 21k.
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Exercice 2

Q/

L’axe focal est la droite perpendiculaire a la directrice (AD) passant par le foyer B. C’est
par conséquent la droite (AB).

a. Les points S et Sy a déterminer sont les sommets de lellipse.

1
Soit S un sommet de lellipse (&) d’excentricité >

B 1
i—A =5 = 48B%* — SA? =0 — (25@—574).(25@+ﬁ) =0.
Comme les points A, B et S sont alignés, dlors QS@—I—Q = 6) ou 25@ —S_z>4 = 6)

%
Déterminons S tel que 25@ + SA = 6>

258 = ~5A «= 258 = -SB< BA < BE = B4

3
== 1
3

il

Le premier sommet S; de ljéllipse (&) véritie BS, =

Déterminons S tel que 25? — S—}l =0
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2@:5_34@25@ S?+BA<:>BT>Q B_>

=
Le second sommet Sy de Uellipse (&) vérifie B52 —BA.

b. Voir figure.
A partir des sommets S; et Sy, on construit le<centre 2 de Dellipse, milieu de [S155]
et on construit le second foyer B’, symétrique de B par rapport a (2.
Le cercle principal (¢,) de (&) est lecerele de centre €2 et de rayon, le demi-grand axe
QS;.
Soit S3 le point d’intersection dé 'axesnon focal et du cercle de centre B et de rayon, le
demi-grand axe §2S5].

Sy veérifie : Q57 = BS; = BO? 4+ Q53.Clest donc un sommet de lellipse et Q55 est le
demi-petit axe.

Le cercle secondaire (%) est le cercle de centre 2 et de rayon, le demi-petit axe §2S3.
E Le cercle directeur relatif au foyer B est le cercle de centre B et de rayon, le grand axe
S15.
Soit P, le point d’'intersection de la demi droite [BC') et du cercle directeur ().

Le point de (&) situé sur la demi-droite [BC') est le point d’intersection de la demi-droite
[BC') et de la médiatrice de [B’P] ot B’ est le second foyer de (&).

En effet, notons @) ce point. Comme @ est sur la médiatrice de [PB’], alors QB' = QP.
Dot QB+ QB =QP + QB = PB =2QB. Ce qui prouve que le point () appartient a
ellipse (&).

E Voir figure ci-dessus.

E a. On appelle symétrie glissée, toute transformation qui peut s’écrire comme la com-

posée commutative d’une translation et d’une réflexion d’axe dirigé par le vecteur
de la translation.

b. Comme f est la composée d'une symétrie axiale et d’une translation dont le vecteur
n’est pas normal a I'axe de la symétrie, alors f une symétrie glissée.

Vecteur de la symétrie glissée f

f(A) = S(Ac o tpe(A) = Sac)(B) = D.

f(D) = Sc) otpa(D) = Sac)(C) =C.

f est une symétrie glissée telle que fo f(A) = C. On en déduit que le vecteur de la

1
symétrie glissée f est 5/@ = O? :

Axe de la symétrie glissée f

Comme f(A) = D, alors I'axe de la symétrie glissée fiest la droite dirigée par (ﬁ
et passant le milieu de [AD]. C’est par conséquent la droite (JI).

c. Voir figure.

Exercice 3

Comme f(a) =0, alors 1 — alna= 0.
On en déduit que o = ea. Dot o = g(a).
a est donc solution de I’équation g(x) = 2~
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Notons &, la propriété : u, € I.
Montrons par récurrence que : Vn € N, &2,.
Initialisation

UO:2€ 1.
1
U1262€I.

Donc les propriétés &, et &?; sont vérifies.
Hérédité

Supposons &2, c’est a dire supposons que u,, € 1.
Montrons &2, .1 c’est a dire montrons;que u,,q € 1.
Ona:3<w,<2.

1
Par décroissance de la fonction inverse sur R7, on en déduit que : % < —< %
Unp,
. . . . 1 1 2
Par croissance de la fonction exponentielle, on en déduit que : e2 < eun <e3.

Or e% > % et e§ < 2. Dol upyq — cum e I.

La propriété &, est vérifiée.

Conclusion

D’aprés le principe de récurrence, la propriété &2, est vraie pour tout n € N.
g est continue et dérivable sur I.

De plus, |¢'(z)| < 3 pour tout z € I.

D’aprés le théoréme de I'inégalité des accroissements finis, on a :

1
Vee I, Vye I, [g(z) —g(y)| < slz —yl

Comme a € I, on peut appliquer I'inégalité précédente en x quelconque ou = € I et en
Yy = a.
On a alors : )

Ve e I, |g(x) —g(a)] < 5lw —a

Or g(a) = a. Il en résulte que : Vz € I, |g(z) — o < iz — af.
a. Soit n € N.
On peut appliquer I'inégalité précédente en x = w,, (car u, € I).

On a alors : .

o) — o] < L —

Or g(uy) = tn41. 11 en résulte que |u,11 — o < 2, — o pour tout n € N.
b. Soit Z,, la propriété : |u, —al < (3)".

Montrons par récurrence que : Vn € N, &/,

Initialisation

Comme %gaSQ, alorsOSQ—aS%donc lug™— | :2—a§%§ (%)O.

La propriété &, est vérifiée.

Hérédité

Supposons &, c’est & dire supposons qué : |u, — a| < (%)n

Montrons &, 1 c’est & dire montrons que |u, 1 — a| < (%)nﬂ.
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D’aprés 4. a. |upy—af < %\un—a|, et par hypothésede récurrence, |u, —a| < (%)"
o +1

Ainsi, |upp —af < %|Un —al < % (%)n _ (%)n ‘

Donc &, est vérifiée.

Conclusion

D’apres le principe de récurrence, la propriété &2, est vraie pour tout n € N.

c. vne N, 0<|u, —al < (%)n

Par passage a la limite, 0 < limi Ju,, ~ o< lim (%)n =0.
n7»+00 n—+oo

Par conséquent, lim |u, | = et don¢ lim w, = a.
n—>+00 n—+400

1\"°
. On cherche un entier ng € N telque (5) <107 %

Par croissance de la fonction logarithme, on a : ngln s < —1In 10.

1
2

On peut prendre ng = 4.

cuyp = gug) = 1,6487;us = g(ur) ~ 1,834 ; u3 = g(ug) =~ 1,725; uy = g(us) ~ 1, 7855.

uy ~ 1,786 est une valeur approchée de a.

Exercice 4

0,95 r

M _

0,03 0,05 T

0,97 ™~ __ 0,01 T
M

0,99 _

T

T) =0,03 x 0,95 = 0,0285.
NT)=0,97 x 0,99 = 0, 9603.
0,03 x 0,95 + 0,97 x 0,01 = 0,0382.
1

=1—p(T) = 0,9618.
— p(MNT) 0,97 x0,01
. p(M/T) = = ~0,2539.
p(M/T) o(T) 0,0382 ’
— p(MNT) 0,03x0,05
b. p(M/T) =222 = ~ 0,0015.
PIMT) =0 0, 9618 ’
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Correction bac 2016 - Série C

» Voir le sujet. » Retour au sommaire. Q)@Qx@\'
S
\@% @%‘ L‘()
O
. A @x&“ <*
Exercice 1 &

o
L’algorithme d’Euclide donne : g

3024 = 2688 x 1 +[336]

2688 = 336 x 8+ 0

Le PGCD étant le dernier reste non nul est donc égal & 336.

Comme PGCD (2688;3024) = 336, alors il existe des couples (u,v) dans Z X Z tels que
2688 u + 3024 v = 336.

En multipliant membre & membre 1'égalité précédente par —10, on a :

2688 (—10u) + 3024 (—10v) = —3360. On en déduit que les couples (—10u, —10v) sont des
solutions de I’équation (F£).

Donc I'équation (E) admet des solutions dans Z X Z.

2688 3024 8360 oo
336 3367 336 y=—

On en déduit que les équations (E) et (E;) sont équivalentes.
N
8r+ 9y =—-10 <= 8z +10=9(—y), avecy € Z
<= 8x + 10 est un multiple de 9
e 82+10=0[9]
< 8r=-10]9]
D’ou les équations (E;) et (Ey) sont équivalentes.

2688z 4 3024y = —3360 <=

b. 1 est une solution particuliére de 'équation (Es) : 8z = —10[9]. En effet,
8x1=-10+9x2=-10[9].

Soit x une solution de I’équation (Es),
8r = —10[9] .
— Br=8x1[9] < 8(x—1)=0[9] «— 9divise 8(x—1).

8x1=-10[9]

Comme 9 est premier avec 8, alors d’apres le théoreme de Gauss, 9 divise © — 1.

Les solutions de 1'équation (F3) sont ’ensemb eé{l a@{?k :
c. En remplacant x par 1+ 9k dans ’équation @&P gy&\: —10
Les solutions de ’équation (F;) sont e 5@1@5 -
Les équations (E) et (E;) étant équ Y
I’ensemble des solutions de 1’équa \
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Exercice 2

a. Les transformations [ et t506.5 AQ)’;%ﬁ'e sont pas égales

En effet, soit @, le centre d rec‘iﬁflgle BCD.
f(Q) = Stapy © Stan) © Stap)(Q).= S{ap) © San)(Q) = Sap)(F) = H.
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Mais t53 0 S(ac)(Q) = t5p(Q) = A.
Dot f # tgz 0 S(ac).

Montrons plutdt que Siapy o R = t53 0 Sac):

Premiére solution
Sapyo R = Supyo R
= 5(ap) © S(B0) © S(B4
=ty © SBa)
= tgp © trp © a0y
= tgp 0 Sac) © Sse) 09(Ba)

tFB
=tz © S(a0)
Deuxiéme solution

Scapy © R est la composée d'une symétrie axiale et d’une rotation dont le centre
n’appartient pas a I’axe de symétrie. C’est donc une symétrie glissée.

Posons u = S(ap) o R.
Ona: u(B) = S(AD)OR(B) = S(AD)(B) =F et u(E) = S(AD) o R(E) = S(AD)(G) =G.
Dot uou(B) =G.
1
On en déduit que le vecteur de u est §B? = 37 .

De plus, comme u(B) = E, alors I’axe de u est la droite dirigée par ﬁ passant par
le milieu de [BE]. C’est par conséquent la droite (AC).
D’ott Siapy o R =tz 0 Sac)-

b. L’axe (AC) étant dirigé par 37 , S(ap) © R(p z) est une symétrie glissée de vecteur
BE et daxe (AC).

La tangente et la normale a la parabole (£?) en F, coupent l'axe focal en deux points
E et B. Donc le foyer de la parabole () est le milieu de [EB]. D’ou A est le foyer de (£2).

E H est le symétrique du foyer A de la parabole (&) par rapport a la tangente (EF) a
(Z2). On en déduit que H est un point de la directrice (d).
D’ou (d) est la perpendiculaire a 1'axe focal (F'B) passant par H. C’est par conséquent
la droite (HL).

Les tangentes en les deux extrémités d’une corde focale d’une parabole sont sécantes en
un point de la directrice et sont perpendiculaires,
Construction du point [
Soit N le point d’intersection de la tangent€ (F'E) et de Ja directrice (d).
Le point I de () est le point d’interseetion de‘la deni-droite [F'A) et de la perpendicu-
laire & la droite (EF') en N.

BJ Soit O le point d’intersection de Vaxe focal (EB) et de la directrice (d).

J et K sont symétriques par rapportia (EB) et les tangentes en J et en K a (<) sont
sécantes en O et sont perpendiculaires.
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Constructions de J et K
Les points J et K sont donc les points d’intersection’de la droite (AD) et du cercle de
centre A et de rayon AO.

El Voir figure ci-dessus.

10 S

f = Sp)y o Sasy o Sspy = S(ap) 279

= S(AD) o RoR
N——

:tB?OS(AC)OR

Dot f(A) = tgz 0 Sc) o R(A)
= tgp © Sao) (F)
= tgp(E)

Comme A est le foyer de la parabole (&), alors le foyer de la parabole () est le
point E’ tel que BF'E'E soit un parallélogramme.

f(A)=FE"€ (ED).
f(B) = tﬁ @) S(AC) e} R(B) = tﬁ o S(Ac)(B) = tﬁ(L) =F.
Comme (AB) est 'axe focal (&), alors (ED) est le foyer de la parabole (&).

Exercice 3

L’équation caractéristique associée a 'équation différentielle y” + 2y’ + 2y = 0 est :
r? + 2r +2 = 0. Elle admet deux racines distinctes : 1y = —1 — i et ry = —1 + 4.
On en déduit que la solution générale est : y(z) = e *(c; cosz + casinz) ol ¢y, ¢a sont
des constantes réelles quelconques.

La solution particuliére f est de la forme f(z) = e ®(cicosz + cpsinx) avec f(Z) =e™2

™ _z
f(§>:e 2 cop =1 Co 1
s . T —
f’(§>:_e*§ c1+c=1 cp =0

.
F est une primitive de f si: Vo € R, F'(x) = f(x),
On en déduit que : Vo € R, (—A#Bjcosx + (A — B)sinz =sinz.
Par identification, —A+ B =0 et =A =B.= V.
1

Dot A=B=—-.
2

e “(cosx + sinx)

2

F est la fonction définie sur Rypar F(z) = —
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(1) e *(cosx + sinx) S | _\n
b. /m flz)dx = |— 5 . =75 (—e )"
e " +1 —m\n+1
—e
a. Vne N7 ol = e—27r+1( ) n —e .
no (e
RSP . S : e " +1
(v,,) est une suite géométrique de raison-— e~ et dé premier terme vy = 5
- n 1 n
b. S, =vg+uvi+- -+, = T @ H(—e )+ (—eT)") = 3 (1 —(—e™) “).
1
Comme | —e ™| =e ™ < 1Glors,<lim  (£e ™)' =0. D'ont lim S, = =
n—+09 n—+00 2
Exercice 4
Tableau linéaire associé :
X 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
Y —1 —1 2 3 —1 -1 2 2 2 3

Nous noterons (z;,n;,), les couples qui définissent la distribution marginale de la variable
X, et (yj,ne;) les couples qui définissent la distribution marginale de la variable Y.
Dans ce cas, on a : Zni. = Zn.j que l'on pose égal a N.

1 J
Série marginale de X

X 1 2
N;e 4 6

Série marginale de Y

1 — 1
VX) = =3 niaa? - 2:1—0[4x12+6><22} ~ 1,62 = 0,24

1 o 1
V)= 5D mey) =Y = o [Ax (-1 +4x 2 +2x 87 — 1’ =2.8,

D’ou le coefficient de corrélation entre X et'Y :

~ Cov(X, ¥) 0,1
P NV V02T X V28

=0,1219
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D’aprés 1. et sachant que X = 1,6 et Y = 1, les vecteurs'centrés ont pour coordonnées :
X —-X=(-0,6; —0,6; —0,6; —0,6;0,4;0,4;0,4;0,4; 0,4; 0,4);
Y -Y =(-2;-2;1;2; -2;-2;1;1;1;2).
Le cosinus de l’ang@&épar les vecteurs centrés X — X 6t Y — Y est donné par la

relation : cos ((X —X), (Y — 7)) = pxy.

Dot cet angle vaut : ((X - X), (Y ~ Y)) =-cqs™ 0, 1219) ~ 83°.
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Correction bac 2017 - Série C

» Voir le sujet. » Retour au sommaire.

Exercice 1

Bl Comme PGCD (48;35) = 1, d’apre hé e de Bézout, I’équation (F) : 48x+3by = 1
admet des solutions dans Z x Z.
By 48 x (—8) = —384 = 1+35x (—11) = 1[35].
D’ou 48 et —8 sont inverses modulo 35.
48x +3by =1 <= 48z — 1 =35(—y), avecy € Z
<= 48z — 1 est un multiple de 35
e 48z —1=0[35]
< 48z = 1135]
Les équations (E) : 48z + 35y = 1 et 48x = 1[35] sont équivalentes.
Solution particuliére
D’aprés la question b., 48 x (—=8) +35 x 11 = 1.
D’ou (—8;11) est une solution particuliére de I’équation (E).

ﬂ —8 est une solution particuliére de I’équation 48x = 1[35].
Soit z une solution de I’équation 48x = 1[35],
{ Br=11381 e = a5 x (—8) [35] <= 48(z +8) = 0[35] <= 35 divise 48(z + 8).
48 x (—8) = 1[35]
Comme 35 est premier avec 48, alors d’aprés le théoréme de Gauss, 35 divise x + 8.
Il existe donc un entier k € Z tel que x + 8 = 35k. D’ou © = —8 + 35k.
Les solutions de I’équation 48x = 1[35] sont ’ensemble {—8 + 35k ; k € Z}.
En remplagant x par —8+35k dans 'équation (F) : 482+35y = 1, on obtient y = 11—48k.
L’ensemble des solutions de I’équation (E) est 'ensemble {(—8+35k; 11 —48k) ; k € Z}.
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Exercice 2

I I 30° | |

EA = EC car E est le centre de gravité du triangle ABC'.
FEA = FEF car F est le symétrique de A par rapport a F.
On en déduit que [EC] est la médiane relative au [AF} ‘et a pour longueur la moitié de
la longueur de [AF].
Donc le triangle ACF est rectangle en C' et par conséquent les droites (C'F') et (C'A) sont
perpendiculaires.

Axe focal
A étant le centre I'hyperbole, I’axe focal est la'perpendieulaire a la directrice (BC') passant
par A. C’est par conséquent la droite (AG).
F Foyer de (I')

C' est un point d’intersection du eercle principal et de la directrice (BC).

On en déduit que la droite (AC) estwune asymptote de I'hyperbole (I').
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Or C' est également le projeté orthogonal du point F' de Vaxe focal (AG) sur 'asymptote
(AC). Donc F' est un foyer de I'hyperbole (I').

E a. Voir la figure ci-dessus.

AF ¢ . , C ,
b. 1B~ & représente 'excentricité de I'hyperbole(T").
Dans le triangle ABF rectangle en B; on a-
— AB AF 1 2V/3
FAB) = cos(30°) = ==, Dot S _
cos(FAB) = cos(30°) = 75 Pl p= 2507~ 3

Soit K, le point d’intersection de la,perpendiculaire & (AH) passant par H et de la
paralléle & (AC) passant par G.

— GH 2v/3
cos(HGK) = cos(30°) = elza D'ou GK = %_GH.
Le point I est donc le point d’intersection du cercle de centre G de rayon GK et de la

demi-droite [GH).

JF  2v3
E Comme J € (I'), alors — = —\/_ ot P est le projeté orthogonale de J sur la directrice (BC).

JP 3
2v/3

Or JP = GH et d’aprés 7., on a : GH =Gl1.

3
2 2
On en déduit que JF = %EJP = gGH =GI

J est donc le point d’intersection de la droite (d) et du cercle de centre F' de rayon GI.
E Voir figure.

0 -

Notons I’homothétie h par h( AL) et notons h(qr), 'homothétie de centre 2 et de
rapport k.

Centre de la similitude hayy o S(Bc)

G est aussi le projeté orthogonal de A sur la droite (BC).

Soit 2, le centre de la similitude s et (A) son axe.

Alors s s’écrit aussi en la composée commutative s = h(Q’%) o Sia) = Sy o h(Q,%)'
Dot s 05 = hq 1.

Ona:

S(A) = h(A,%) @) S(BC)(A) =G

s08(A) = hy 1) 0 S50y (G) = hiy1)(G) = G ou G est le milieu de [AG].
On en déduit que h(ﬂi)(A) =G

Ou encore 5_2—(?’ = isﬁ

= o /1
En utilisant la relation de Chasles, on a”: QA+ AG' = Z(ﬁ
4—> 2
D’Ofl m = gAG/ == gm
Donc 2 = E.

Axe de la similitude s = h(A’%) oS(Bo)

L’axe de la similitude (A) est la perpendiculaire a la droite (AG) passant par E.
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b.

Foyer de (%” ")

S(F) = h(g,1) 0 Sa)(F) = hg 1y(A) = F' ot F” et le milieu de [AE].
Comme F est le foyer de (), alors I”, milieu.de [AF], est le foyer de ().
Directrice de (")

s(B) = hia,1) © Swo) (B) = h(
$(C) = hia1y 0 Ssey(C) =
Comme (BC ) est la dlrectrlce d
de (") associée au foyer E”.
Asymptote de (")

s(A) =G et s(C) = N.
Comme (AC) est 'asymptote de 'arc (), alors (GN) est 'asymptote de l'arc
(A7)

Sommet de (7”)

s(A) =G et s(C) = N.

Comme le cercle (%) de centre A de rayon [AC| est le cercle principal de (), alors
le cercle (¢”) de centre G et de rayon GN est le cercle principal de (7).

On en déduit que S, point d’intersection de (%) et de 1’axe focal est le sommet de
(A7) associé a F'.

Toute similitude conserve le rapport des distances.

\(B) = Mot M est’le milieu de [AB].
A (€)= NoouwN st le milieu de [ACT.
(A

)-associéau foyer F', alors (M N) est la directrice

N\*—‘ w\»—t

2v/3

On en déduit que 'excentricité de (I') est égale a I'excentricité de (I') et vaut =

Exercice 3

0 -

b.

La fonction f : I — R est continue et 1 € I.

Alors la fonction = — F(x / f(t)dt est dérivable sur I et on a : Vax € I
Fi(x) = f(x).
x 0 1 +oo
In(z + 1) 0 - +
z—1 —~ 0 +
F'(z) = f(z) | 0 — 0 +

o Vxel0;1], f(z)<O0et F est strictement décroissante.
o Vrell;+oo, f(z)>0et I eststrictement croissante.
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1
L’inégalité F(z) > é(x —1)?

F(z), on trouve : F(z)

Do F(z) — 5(r —1)* = <7_x__

Le tableau des valeurs de F'(z) —

de x comprises entre 2 et 2.8.

L ¥ - S| {05 (A2 "AZ-[A2)-1.5) "L [A2pe1}-0, TS (AT "AZ0LE*[A2)#0.T5-2LNLT)
A B ¢ 0 E
1 Valewrde s “Valewr de Fla)-1/2[x-1)2"
2 E| -, 2EAZ12
3 105 0, 2T3TI0741
s 21 0,272100107
] 215 -0, el 8330
] 2.2 «0, 255117338
7 3,35 5,248685138
] LB -0 2 3 T FARL S
9 3% +0, 2 1S538
1 24 0, 204545301
1 148 0, 1680761
12 28 0,149981550
13 155 «0, 153143755
14 -] <0, 12E5566T%
15 1,85 0,108176108
1 .7 0, 0TI TG
17 1715 Billi i iR
18 18 001566
19 .35 DOTHTARLT
H} -] B 0AGEIS TN
22
Cependant, 'on peut établir que F(z) > F(2) + 5 T ce qui permettra de répondre
aux questions suivantes.
22
a. Montrons que : Vo > 2, F(z) > F(2)+ — —=z

Soit x > 2.
Comme f(t) >t — 1 pour tout ¢ > 2.

Alors par passage a 'intégrale, on a : /
2

2
Il en résulte que F(z) > F
b. Calcul de lim F(z)

T—r—+00

f
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Vo >2, F(z)> F(2)+ —""; — .
2
< . . . > : [RE—
Par passage a la limite, x1_1>1£100 F(z) > xggloo (F(Q) o+ 7 I)

2
Or lim (F(Q) I x) = 4o00. On'endéduit qué lim F(x) = +o0.

r— 400 2 Tr—+00

Calcul de lim F(x)

T——+00 €T

2
Vo >2, Flz)> F(2)+%—x.

2 s+ 5 -2)

Alors : Vo > 2,

F 1 2
Par passage a la limite, lim (z) > lim — (F(Q) + % - x)

Tr—+400 €T r—+oo

1 2 F
Or lim — (F(2) +I- 3:) = +o00. On en déduit que lim Flz) = 400
r——+00 I 2 T——+00 €T

La courbe (%) admet une branche parabolique de direction (Oy) en +o0.

x 0 1 400
F'(z) | 0 — 0 +
F(0) +00
F(z) \
0
d.
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A 4

a. F(n+1)— / f(t dt/f t)dt = /f dt+/ f(t)dt = /lf(t)dt.

Dot u, = F(n+1)
b. Erreur dans I’énoncé : lencadlement f(n) < wu, < f(n+ 1) n’est pas vérifié pour
tout n € N mais pour tout n € N*. En effet, on n’a pas f(0) < wuy < f(1) puisque

1
f(0)=0; f(1)=0et uo—/ f(t)dt = / ft)dt=—F(0)#0
Montrons d’abord que f est croissante sur [n,n + 1] pour tout n € N*
Soit n € N*.

1
V:L‘G[n,n—l—l], f,( ) ln(:c+1)+?>0

On en déduit que f est strictement croissante sur [n,n + 1].

Montrons que f(n) < wu, < f(n+ 1) pour tout n € N*

Soit n € N*.

F' est continue et dérivable sur [n,n + 1].

De plus, F'(n) < F'(z) < F'(n+ 1) pour tout = & [n;n+ 1] car F” est croissante.
Or F' = f. D'ou f(n) < F'(z) < f(n+ 1) pour tout av€ [n;n + 1].

D’aprés le théoréme de I'inégalité des accroissements finig] on a :

V€ [n;n+l], Yy € [n;n+1] tels quea <u,<f(n)(y<z) < F(y)—F(z) < f(n+1)(y—x)

Ainsi, on peut appliquer I'inégalitéprécédente-en’r =n et y =n + 1.

On a alors :
Fo)((n+1) = n )< F@+1) #Fn) < fn+1)((n+1) = n).
Dou f(n) <wu, < f(n+1).
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Exercice 4

0,8

0.7 M T3

0,3 o 0,4
Ry

0,6

Ry
p(RINRy) =0,7x0,8=0,56.
p(Ry) = 0,7 x0,840,3x0,4=0,68.
p(A) =0,7%0,2+0,3 x 0,4 =0,26.

o=
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Correction bac 2018 - Série C

» Voir le sujet. » Retour au sommaire. Q)@Ql\@\\'
S
\@% @%‘ L‘()
SRR
A Q}x& ¥
Exercice 1 &
S
°

x = 2(36] x =2+ 36a aveca € Z
(S) : = <= 2+436a=3+25b <= (E) : 36a —25b=1.

x = 3[25] x=3+25b avecb e Z

On en déduit que le systéme d’équations (S) et 'équation (E) sont équivalentes.

36 x (—9) — 25 x (—13) = =324 + 325 = 1.
Donc (—9; —13) est solution de 'équation (F) : 36a — 25b = 1.
36a — 250 =1 <= 36a—1=250 avecbecZ
<= 36a —1 est un multiple de 25
<= 36a —1=0]25)
< 36a = 1[25]
On en déduit que les équations (E) et (E’) sont équivalentes.
Comme 36 x (—=9) = 1+ 25 x (—13), alors 36 x (—9) = 1[25].
Donc —9 est I'inverse de 36 modulo 25.

36a =125 — 36 36 x (—9)[25] <= 36(a+9)=0[25] < 25 divise 36(a + 9)

a= — a = ivise 36(a .
36 x (—=9) = 1[25]

Comme 25 est premier avec 36, d’aprés le théoréme de Gauss, 25 divise a + 9.

Il existe donc un entier k € Z tel que a + 9 = 25k. D’ou a = —9 + 25k.

Les solutions de I’équation (E’) sont 'ensemble {—9 + 25k ; k € Z}.

E a. Enremplagant a par —9+425k dans I’équation 36a—25b = 1, on obtient b = —13+36k.
L’ensemble des solutions de 'équation (F) est {(—9+ 25k; —13 + 36k) ; k € Z}.
b. Soit # une solution de (.5).
z est de la forme x =2+ 36a ou a € (£).

D’apres la question précédente, a s’écrit a avec k € 7
Dot z = 2+ 36a = 2 + 36(—9 + 25k) avec k € Z.
0<z<b0 < 0< —322+ 900k g@o
= 522 <k<
900

3 372
— D 1 ’
500 et 900" onc le systéme (S) n’admet
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Exercice 2

)7 (To)

(%7)

¢/ (%)

Voir figure.

a. (OF) est l'axe focale.
De plus, OC' est la demi-distance focale.
Donc J est le point d’'intersection du cercle (%) et de la demi-droite [OF).
b. J étant un foyer de (I'), le projeté orthogonal de J sur 'une des diagonales [AC] ou
[BD] est un point de la directrice associé a J.
D’ou (2) est la droite perpendiculaire a 1'axe focal” (OF) et passant par le projeté
orthogonal de J sur I'une des diagonales du rectangle fondamental.

c. Notons :

- J1 le second foyer de I'hyperbole (I);
- (%,) le cercle directeur associé a J'c’est adire lecercle de centre J et de rayon 2 x OF =4
- P le point d’intersection de [BJ) etede (%)

K est alors le point d’intersection de'la médiatrice de [J; P| et de [BJ).
En effet,
KJ,—KJ=KJ, —(KP - JR) = KJ, — KP + 4.
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Comme K est un point de la médiatrice du segment}.J; P] alors KJ; = KP.
Dou KJ; — KJ =4.
Ce qui prouve que K est un point de '’hyperbole (T

[OC) est la demi-droite asymptote de (I} située dans fa portion délimitée par les
demi-droites [OF) et [OG).

. Construire K’ symétrique de K parrapport al’axe focal (OF).

A partir des points I et K’ et sachant qiie{OC) est une asymptote a (I'y), on donne
une allure de (T'y).

Notons 2 le centre de la similitude 5% q 2) Yhomothétie de centre €2 et de rapport 2 et
Sac) la symétrie axiale d’axe (AC)-
S s’écrit donc S = hg2) 0 Sac) avec ¥e (AC).

Déterminons le centre 2

S(F)=1.

S(F) = hi2) © Sacy(F) = haz) (G).

On en déduit que h(q2)(G) = I et par conséquent 2 (ﬁ = ST}

En appliquant la relation de Chasles dans 1’égalité précédente, on a :

2@ + 20487 = @ + (7} Il s’ensuit que fﬁ = 07 — 2075 = ﬁ car I est le symétrique
de O par rapport a G.

D’ou 2 = O.

a. Le rectangle fondamental de (I") étant un carré, (I') est une hyperbole équilatére.

Comme toute similitude conserve la nature des figures, alors le rectangle fondamental
de (I') est un carré. Donc (I'") est une hyperbole équilatére.
Toute similitude conserve le rapport des distances. On en déduit que (I') et (I') ont
méme excentricité. Donc excentricité de (I”) est 9% = /2.

. S(0)=0et S(F)=1.

Comme le cercle de centre O et de rayon OF est le cercle principal de (I'), alors le
cercle de centre O et de rayon OI est le cercle le cercle principal de (IV).

S(A) = hog) © Siac)(A) = hoz)(A) € (AO).

S(C) = ho2) © Sacy(C) = hoz(C) € (AC).

La droite (AC') est stable par la similitude S. On en déduit que c’est une asymptote
de (I').

De méme,

S(B) = h(o2) © Stac)(B) = ho)(D) € (BD).

S(D) = h(o) © Siacy(D) = hos)(B) € (BD).

La droite (BD) est stable par la similitude S,/On en déduit que c’est la seconde
asymptote de (I').

. S(0) =0 et S(F) =1.

Comme (OF) est I'axe focal de (I'), alors¥(Q1) est Vaxe focal de (IV).

Exercice 3
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Partie A

Vi €]0; 4+oo[: ¢'(z)=(x+1)e"
Va €]0; 4oo[: ¢'(z) > 0.

D’ou le tableau de variation :

x 0 +80
g'(z) +
+00
g(x) /
—1

a. g(3) ~ —0,17 et g(1) ~ 1,71
La fonction g est continue et strictement croissante sur }
De plus ¢ (3) .9(1) < 0.
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique réel a €]3; 1] tel
que g(a) = 0.
b. g est strictement croissante sur |0; +o00.

N

;1[.

De plus, g(a) = 0.
On en déduit que :
- Vo el;af, g(z)<O.
- Vz €la; oo, g(x)>0.

Partie B
. . . w Inz B
1
Vzel0; +oof, fl(x)=e"—— = _g(x)
— x x

E a. f’ est du signe de g sur |0; +ool.

x 0 o +00
f'(x) - 0 +
+00 +00
w || TN ST
fla)

b. f est continue sur |0; +ool.
De plus, f est strictement décroigsante sur |0; af puis croissante sur |a; +00|.
Donc f admet un minimum enq.
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e* —1 1 1
a vérifie f'(a) = a = 0. On en déduit que e2="< et que a = —.
o a e

En remplagant e® par — et a par — dans 'expression f(a) =e*—Ina, on a :
Qo e
1 1 1
fla)=e*—Ina=——-—In—=—+a.
o e o

Donc le minimum est atteint en f(ef) = as =
o

Exercice 4

Nous noterons (x;,n;e), les couples qui définissent la’ distribution marginale de la variable X,
et (y;,ne;) les couples qui définissent la distributionimarginale de la variable Y.

Dans ce cas, on a : E Nie = E nej qued’on pose égala N.
( J
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Loi marginale de X. Loi marginale.de Y.
X 2 3 Y -1 2 3
;e 5 8 n.j 3 3 7
- 1 dX2+8x3 34
X=L Y man= =2
N 2 i 13 13
= 12 3X(—1)+3x2+7%x3 /724
YV = — S ney; = L=
N 2% 13 13
34 24
Les coordonnées du point moyen sont G sont (13 13)
a.
;| 2.3
Cov(X,Y) =N ZZI ]Zlnwxzy] XY
1 34 24.
13(2><( 2)+3x6+1x(=3)+3x6+4x9)— TRET
29
169
b. L’équation de régression linéaire de Y en X est donnée par 1’équation :
Cov(X,Y -
Y:aX—kbofla:%)’()) et b=Y —aX.
2 2
1 1 34 40
V(X)=— il X = —(5x 22+ 8x 32 (—) = .
(X) N?”“ 28I =) = 16
2 29 _ 24 29 3 1
a= -5 = et —_ = = ——.
169 40 -~ 13 40 13 20
29 1
D’ou I’équation de la droite de régression linéaire : ¥ = 4()X ~ 50
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» Voir le sujet. » Retour au sommaire. @Qv

. Y K&’
Exercice 1 LR

Déterminons le PGCD de 109 etr'226

226 =109 x 2+ 8
109 =8 x 13 +5

8=5x1+3
5=3x1+2
3=2x1+[1]
2=1x2+0

Le PGCD étant le dernier reste non nul, il est donc égal a 1.

PGCD(109; 226)=1. D’aprés le théoréme de Bézout, I’équation 109z — 226y = 1 admet
des solutions dans Z x Z.
109 x 141 = 15369 = 1 + 226 x 68 = 1[226].
D’ou 141 est I'inverse de 109 modulo 226.
a.
109z — 226y =1 <= 1092 — 1 = 226y, avecy € Z
<= 1092 — 1 est un multiple de 226
< 109z — 1 = 0[226]
< 109z = 1[226]
Les équations (E) et (E’) sont équivalentes.
b. 141 est une solution particuliére de 'équation 109z = 1 [226].
Soit z une solution de I’équation 109z = 1 [226],
{ 109z = 1[226]
<= 109z = 109 x 141[226] <= 109(z — 141) = 0[226]
109 x 141 = 1[226]

> 226 divise 109(z — 141).

Comme 226 est premier avec 109, alors d’aprés le théoréme de Gauss, 226 divise
xr — 141.

Il existe donc un entier k € Z tel que x — 141

Les solutions de I’équation (E’) sont 1’ense i keZ}.
c. En remplagant x par 141 + 226k dans 1'éq 09x — 226y = 1, on obtient :
y = 68 4+ 109k.

Exercice 2
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(25)
(A1) A E
Q @)
G B J 04 C
K
f D
(Asg)

a. Le centre de rotation de f est le point d’intersection des médiatrices des segments
[OD] et [AC]. C’est le point B.

b. Comme f(B) = B et f(A) = C, alors § = (BA, B(E) = —g [27].

c. S(pa) © S(po) est la rotation de centre B et d’angle 2 x ((BO), (BA)) = - [27].

bo |

D’out S(pay o S(poy est la réciproque de f.

a. Comme g est la composée d'une symétrie axiale et d’une rotation dont le centre
n’appartient pas a l’axe de la symétrie, alors g est une symétrie glissée.

b. g(B) = Sop) °© R,z)(B) = Son)(B) = C.
9(C) = Siop) © Rp,5)(C) = Son)(4) = E.
c. gog(B) =y¢(C) =E.
g est une symétrie glissée telle que g o g(B) = E, on-en déduit que le vecteur U de

g verifie W = %ﬁ = B@

d. Comme ¢g(B) = C alors l'axe de g est la droite dirigée par l% et passant par le
milieu O" du segment [BC]. C’est par conséquent la dreite (KO').
e.

M e (L) <= g(M)=f""(M)
< Soop) (R(B%)(M)) = R(B,g)(M) car f ! est la rotation de centre B et d’angle g
— R(B,g)(M) € (0OD)

= M e Ry ) ((0D) = Fep,_g((0D))
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(I') est alors la droite R(p,—x)((OD)). C’est par conséquent une droite perpendiculaire &
(OD).

Comme R(p_z)(0) = D, on en déduit que (I') st la droite perpendiculaire & (OD)
passant par le point D.

a. Soit S un sommet de 'hyperbole (J7),/d’éxcentricité 2.

g—g:2 = SC2—4SB? =0 <& (5¢-25B).(SC + 25B) = 0.

Comme les points B, C et S sont aligueés, alors 5@—25@ = ﬁ ou 5?—1—25? = 6)
Déterminons S tel que @ < 25? = 6>

SC =298 «—= SB+BC =298/ SB— BC.Doi S = G.

Donc G est le premier sommet de '’hyperbole (7).
Déterminons S tel que k@ + 2@ = 6)

k@ = —25? — S?—FB? = —2@ — l?g = %B? D’ou S = J par définition

du point J.

Donc J est le second sommet de ’hyperbole (7).

b. Le centre €2 est le milieu du segment [GJ].

c. Les asymptotes sont données par les droites (Q2P) et (2Q) ot P et () sont les points
d’intersection du cercle principal et de la directrice (BA) (voir figure).

d. Voir figure ci-dessus.

e. Soit (x,y) les coordonnées d'un point M de () dans le repére (B, BC, BA) et
H(0,y) le projeté orthogonal de M sur la directrice (BA).

Le foyer C' a pour coordonnée C'(1,0).

MC
Me () — W_Q

MC? =4MH? < (1 —2)*+y* = 422
D’ou I'équation cartésienne de (7)) : 322 +2x —y*> — 1= 0.

Exercice 3

L’équation caractéristique associée a 1'équation différentielle y” + 3y’ + 2y = Oest r2 + 3r +2 = 0.
Elle admet deux racines distinctes : r; = —2 et o = —1.

x

Donc la solution générale est : y(z) = ¢ e 2% fcye™® ol ey co sont des constantes réelles

quelconques.

h est de la forme h(x) = c; e +cye™™ avec I/ (0)=1.
h(O):]_ Cl+02:1 01:—1
) — —
h(O):O —201—02:() 02:2
h est la fonction définie sur R par : h(z) ='— ¢ 2+2e2.

a. lim f(z)= lim (—e 2 f2e %)= lim" —e (1 —2e%) = —00.

T——00 T——00 T——00
: _ : _ a2z A
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b. Pour tout z € R, f/(z) =2e72*(1 —¢?).

c. f'(z) est du signe de 1 — e” et s’annule pour x =0.

X —00 0 —+00

/(=) + 0 -

La fonction f est strictement croissante sur:] =o0c; 0[ et est strictement décroissante
sur ] 0; +o0l.

d. D’ou le tableau de variation :

x —00 0 +00
f'(x) + 0 -
1
/()
oo 0
e. f(x)=0 <<= e2(-1+2e")=0 < —1+2e"=0 < z=—In2.
Le point d’intersection de la courbe (%) avec I’axe des abscisses est le point (— In 2, 0).
f.
_ a2z e~ _ A2z 2u
im L) o 22O T L 9en) = dim (1 - 2e) = 400
r——00 I T—>—00 e r——00 e u—+oo U
ou l'on a posé u = —x.

La courbe (%) admet une branche parabolique de direction (Oy) en —oc.
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Exercice 4

a. p(%)

™ e

I ~ho oo
—~
= _

_ -
—

I
—~~

~
% —lemn
=
o
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¥, N
» Voir le sujet. » Retour au sommaire. @Q)@&Q@
& Vo
& 5
Y & g®
Exercice 1 &

.
20 — Ty =3 <= 2x—3 =Ty, avec y.€ 7
<= 2x — 3 est un multiple de 7
< 2x —3=0[7]
<— 2z =3]7]
Dot les équations (Ey) et (F4) sont équivalentes.

Déterminons d’abord une solution particuliére de I’équation 2z = 3 [7]

2 et —7 étant premiers entre eux, déterminons u € Z et v € Z tels que 2u — 7v = 1.

De l'égalité 7 =2 x 3+ 1, on en déduit que 2 x (=3) =7 x (—1) = 1.

En multipliant membre & membre 1'égalité précédente par 3, on obtient : 2 x (—=9) — 7 x (=3) = 3.
On en déduit que (—9, —3) est une solution particuliére de (E;) et on a 2 x (—9) = 3[7].

Déterminons 'ensemble de solutions de 1'équation (F)

2z = 3[7] _ B .
{2>< (—9) = 3[7] = 20 =2x(-9)[7] < 2(x+9)=0[7] < 7 divise 2(z +9).

Comme 7 est premier avec 2, alors d’aprés le théoréme de Gauss, 7 divise z + 9.
Il existe donc un entier k£ € Z tel que x + 9 = 7k. D’ou x = —9 4 7k.
Les solutions de I’équation (E;) sont ’ensemble {—9 + 7k ; k € Z}.
En remplagant = par —9+ 7k dans I’équation (Ey) : 2 — 7y = 3, on obtient : y = —3+2k.
L’ensemble des solutions de I’équation (FEy) est ’ensemble {(—9 + 7k, —3 + 2k) ; k € Z}.
a. A=1{1;5;19; 95}.
20 — Ty =3

b. Soit (z,y) € Z x Z vérifiant le systéme : {

Comme 2x — 7y = 3, alors 2o — 7y > 0. Donc z

équation zy = 95 vérifiant
x > y appartiennent a 'ensemble : I = j (- ), (—=5,-19), (19, 5)}

2x95—7x1+# 3. Donc (95 )qi}é\sé’@?ﬁagx’sv tion de I’équation 2x — 7y = 3.
2x(=1)=7x(—95) # 3. Ponc @\1/‘%‘,’"—95 n’est pas solution de ’équation 2x — 7y = 3.
2% (=5) =7 x (—19) # 3."Done (-5,

e 2x19—7x5=3. Donc (19,5) ¢

Ne)

) n’est pas solution de I’équation 2z — Ty = 3.

solution de I’équation 2z — 7y = 3.
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20 — Ty =3

D’ou (19,5) est le seul couple solution du systéme
xy = 95

Autre méthode

2T =Ty =3
Soit (z,y) € Z x Z vérifiant le systéme”: Y
ry = 95
(z,y) vérifie 2e—Ty = 3. D’apres 3, (x, y)restdeda forme (=9 + 7k, —3 + 2k) otk € Z.

Et, (-9 + 7k, —3 + 2k) ou k € Z xérifie 2y = 95 si (—9 + 7k)(—3 + 2k) = 95 ou
encore 14k% — 39k — 68 = 0
L’équation 14k% — 39k — 68 =0 admet dans Z une seule solution k = 4.

En remplagant k par 4 dans (—9+7k, —3+2k),ona (—9+7x4, —3+2x4) = (19,5).

Exercice 2

. . 20 — Ty =3
Donc (19, 5) est le seul couple solution du systéme
Yy = 95
D
L Ce)

F/

)

M,

N
7 ;@
'\‘ \
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a.

Déterminons le vecteur o

f(D)=1I.

f(D) =tz o S(OL)(D) =tz (A).

On en déduit que t(A) = I. D'od o = AT,
Déterminons f(K)

FIK) = tg3 0 S0n)(K) = t3(1) =B.

Les asymptotes de () sont les droites (AJ) et (BL).

Les foyers sont les points d’intersection du cercle fondamental (cercle de centre O’
et de rayon O'J ) et de 'axeocal (PQ).

P et @ sont les sommets de I'hyperbole (7).

Le projeté orthogonal H; du foyer F' sur la diagonale [AJ] du rectangle fondamental
ABJL est un point de la directrice associé au foyer F'.

D’ou (2) est la perpendiculaire a (PQ) passant par H;.

De méme, le projeté orthogonal Hy du foyer F’ sur la diagonale [LB] du rectangle
fondamental ABJL est un point de la directrice associé au foyer F”.

D’ou (Z5) est la perpendiculaire a (PQ) passant par Ho.

Soit M le point d’intersection de la demi-droite [JF) et du cercle directeur (%)
associé & F' (cercle de centre F' et de rayon 2 x O'P).

Alors, My est le point d’intersection de la médiatrice de [F'M;] et du segment [F'J].
En effet,

MyF' — MoF = MqM; — MoF = FM; =2 x O'P. Ce qui prouve que M, € ().

OP=3 et OJ=VOPPTPE=/32+(})" ="

3
0’J_§\/5_§
orp 3 2

D’ou excentricité e =

g. Voir figure.

a. (0,]) et (O',7) étant respectivement 1’axe focal et I'axe non focal de (), on en

2 2
déduit que I’équation cartésienne de () est : — 002 + O?’JQ2 =
Or00=i|=1et0Q=2x|j| =2
22 P 2
D’ou I'équation cartésienne de () : BEE + 2= 1 ou encore z? — 1= —1.

Soit M (x,y) un point de (J€) et H le projeté orthegonal de M sur la directrice (%)
associé a F'.

Montrons que 5\\4411:1 = \/75
2 g
De ’équation (77) : T e = 1, on’en déduit que I’hyperbole (J7) :

- a pour sommets les points : @(0,2), P(0;-2);

- a pour foyers les points : F'(0,3/5), F(0/=V5);
- pour directrices, les droites () et (%5) d’équations respectivesy = ——= et y = \/ig.

H a pour coordonnées : H(z, —\/ig).
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On a: MF2—<§> MH2=$2+(y+\/5)2—§(y+%)

5 8 16
—_ 2 2 9 5__(2 = _)
2?4+ y2 £2V5y £ rAURSV R

On en déduit que

Donc l'excentricité e =

Exercice 3

a. [’ est dérivable sur |0; +o0].
-4 (z—2)(x+2)
\ 0; "(z) = = .
v €l0tool, i) =" )
b. f’ est du signe de la fonction :  +— z — 2 sur |0; +o0].

Limites de f aux bornes de ]0; 00|

1
lim f(z) =—-—2 lim Inz = +o0.

z—04 4 z—04
1 1 2Inx
wgr&o J(w) = xkrﬁm v (4 42 z? ) >

D’ou le tableau de variation :

T 0 2 400
f'(x) - 0 +
+00 00
f(z) \ /
% —2In2

c. f(3)~=—0,197 et f(4) =~ 0,977.
La fonction f est continue et strictement croissant€ sur.]3;4[.

De plus f(3).f(4) < 0.
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires; il existe un unique réel o € [3;4] tel

que f(a) =0.
a. Remarquons d’abord que si x > 3, 8ma+ 1> 0.
On a:
% —
flz) =0 <= =2lny

— 12 =8lnz+1

< z=+V8lnz+ I\ (le€asx = —Vv8Inx + 1 est impossible car z > 3)
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Dot les équations f(x) =0 et g(z)= x sont équivalentes sur [3; +o00.

b. g est continue et dérivable sur [3; 4].
De plus, |¢'(z)| < § pour tout z € [3;4].
D’aprés le théoréme de I'inégalité des accroissements finis, on a :

Vo e [34], Vol 54 lg@) L o)) < 2|z -yl

Comme « € [3;4], on peat appliquer Yinégalité précédente en x quelconque ou
r € [3;4] et en y = o
On a alors :

Vo € [34), lo@) ~ g(0)] < 5l —al

Or d’apres 2. a., g(a) = a. Il en résulte que : V € [3;4], |g(z) — af < 5|z — af.

a. Soit £, la propriété : u, € [3;4].
Montrons par récurrence que : Vn € N, Z,,.
Initialisation
up = 3 € [3;4].
Comme g € [3;4], alors d’aprés 2. b., uy = g(ug) € [3;4].
Les propriétés 2, et &7 sont vérifiées.
Heéreédite
Supposons &, c¢’est a dire supposons que : u, € [3;4].
Montrons £, 1 c’est a dire montrons que : u,1 € [3;4].
On a u, € [3;4].
On en déduit d’aprés 2. b., que g(u,) € [3;4].
Or g(uyp) = Upi1. Dol u, 1y € [3;4].
Donc &, est vérifiée.
Conclusion
D’aprés le principe de récurrence, la propriété &2, est vraie pour tout n € N.
b. Soit n € N.
On peut appliquer I'inégalité obtenue en 2.b., en x = u, (car u, € I).
On a alors :

4
9(un) = ] < 5w —

Or g(un) = tp41. 11 en résulte que |u, 11 — af < 3, — &l pour tout n € N.
c. Soit 2, la propriété : |u, —a| < (3)".
Montrons par récurrence que : Vn € N, .
Initialisation
Comme 3 < a <4, alors —1 < ug 4 a< 0°doncfug —a| < 1= (g)o.
La propriété &, est vérifiée.
Hérédité
Supposons &, c’est & dire supposons qué : |u, — a| < (g)n.

N . n+1
Montrons &, 1 c’est & dire montrons que : |u,1 — a| < (%) .
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D’aprés 3. b, |upy1—af < §|un—a\, et par hypothésede récurrence, |u, —a| < (%)n.

Ainsi, [ o] < 3w —al < & (2)" = (4"

Donc &, est vérifiée.

Conclusion

D’apres le principe de récurrence, la propriété &2, est vraie pour tout n € N.
d.VneN, 0<|u,—a|<(3)"

Par passage a la limite, 0 < limi Ju,, ~ o< lim (%)n =0.

n»-+0oo n—r—+oo
Par conséquent, lim |u, | = et don¢ lim w, = a.
n—>+00 n—+400

e. Soit n € N tel que (%)n <1072,
Par croissance de la fonction logarithme, on a : nlng < —2In10.

2In10
Doun> — (= .
Oun_ln9—ln4< 5,67)

Donc ng = 6.

26 14
P(G) =10 P(F) = .

1 L
2
26 G _
10 % L
n
14 L
20 F 14 L
14—n
14 Z

Premiere solution
13 gargons et n filles sur un effectif total de 40 éléves sont inscrits dans un centre d’ap-
prentissage de langues.

Donc la probabilité L qu’'une personne choisie soitinserite-dans un centre d’apprentissage
3+n

40

de langues est de
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Seconde solution

D’apres I'arbre réalisé en 2., on en déduit que :
26 1 14 13
P(L) = no_ +n

Les événements L et G sont indépendants” <= Pu(L)= P(L)

020 T w0

& 1_13+n
2 40
<X n="7
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