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EXERCICE 1 Théme: Amérique du Nord 21 mai 2024

Cet exercice est un questionnaire a choix multiple.
Pour chaque question, une seule des quatre réponses proposées est exacte.
Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la question et la réponse choisie.
Aucune justification n'est demandée.
Une réponse fausse, une réponse multiple ou l'absence de réponse a une question ne rap-
porte ni n'enleve de point.
Les quatre questions sont indépendantes.

L'espace est rapporté a un repere orthonormé (O 1, ], k )

1. On considere les points A(1; 0; 3) et B(4; 1; 0).
Une représentation paramétrique de la droite (AB) est :

x = 3+t x = 1+4¢

a{ y = 1 avecteR b.{ y = t avecteR
z = =-3+3t z = 3
x = 1+3t X = 4+t

c{ y = r avecteR ddy =1 avec reR
z = 3-3t z = 3-3t

On considere la droite (d) de représentation paramétrique

x = 3+4t
y = 6t avecteR
z = 4-2t

2. Parmi les points suivants, lequel appartient a la droite (d)?
a. M(7;6;6) b. N(3;6; 4) c.P(4;6; -2) d. R(-3;-9;7)

3. On considere la droite (d') de représentation paramétrique

x = -2+3k
y = —-1-2k aveckeR
z = 1+k

Les droites (d) et (d') sont :

a. sécantes b. non copla- c. paralleles d. confondues
naires

4. On considere le plan (P) passant par le pointI(2; 1; 0) et perpendiculaire a la droite
(d).
Une équation du plan (P) est :

a. 2x+3y—-z-7=0 b. —x+y—-4z+1=0
c. 4x+6y—2z+9=0 d. 2x+y+1=0
Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 3
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EXERCICE 2 Thémes: Amérique du Nord - 22 mai 2024

On considere le pavé droit ABCDEFGH tel que AB = 3 et AD = AE = 1 représenté ci-
dessous.

H G

A I B

On considere le point I du segment [AB] tel que AB = 3Al et on appelle M le milieu
du segment [CD].

On se place dans le repére orthonormé (A ; Kf,ﬁ,ﬁ)

1. Sans justifier, donner les coordonnées des points F, H et M.

2
2. a. Montrer que le vecteur T{ 6 | est un vecteur normal au plan (HMF).
3

b. En déduire qu'une équation cartésienne du plan (HMF) est :

2x+6y+3z-9=0.
c. Le plan & dont une équation cartésienne est 5x+ 15y —3z+7 = 0 est-il paral-
lele au plan (HMF)? Justifier la réponse.
3. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (DG).

4. On appelle N le point d’intersection de la droite (DG) avec le plan (HMF).
Déterminer les coordonnées du point N.

1 1
5. Le point R de coordonnées (3 ; 1 ; 5) est-il le projeté orthogonal du point G sur le

plan (HMF) ? Justifier la réponse.

EXERCICE 3 Thémes: Centres étrangers 5 juin 2024
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R . , _— — —>
Lespace est muni d'un repere orthonormé (O 1, ], k )
On considere :

e lespointsA(—2;0; 2), B(-1;3;0), C(1; —1;2)etD(0;0;3).

x =1
o ladroite 2, dont une représentation paramétriqueest{ y = 3¢ avec € R.
z = 3+5¢
x = 1+3s
» la droite 2, dont une représentation paramétrique est { y -1-5s avec
z = 2-6s
seR.
1. Démontrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.
1
2. a. Démontrer que le vecteur 7z | 3 | est orthogonal au plan (ABC).
5

b. Justifier qu'une équation cartésienne du plan (ABC) est :
x+3y+5z-8=0.

c. En déduire que les points A, B, C et D ne sont pas coplanaires.

3. a. Justifier que la droite 2, est la hauteur du tétraédre ABCD issue de D.
On admet que la droite 2, est la hauteur du tétraedre ABCD issue de C.

b. Démontrer que les droites 2, et &, sont sécantes et déterminer les coordon-
nées de leur point d’intersection.

4. a. Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal H du point D sur le plan
(ABCQ).
b. Calculer la distance du point D au plan (ABC).
Arrondir le résultat au centieme.

EXERCICE 4 Thémes: Centres étrangers 6 juin 2024

Le cube ABCDEFGH a pour aréte 1 cm.
Le point I est le milieu du segment [AB] et le point J est le milieu du segment [CG].

Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 5
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A I B

On se place dans le repere orthonormé (A; AB, ﬁ, ﬁ)

1. Donner les coordonnées des points I et J.
2. Montrer que le vecteur EJ est normal au plan (FHI).
3. Montrer qu'une équation cartésienne du plan (FHI) est -2x -2y +z+1=0.
4. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (EJ).
5. a. On note K le projeté orthogonal du point E sur le plan (FHI). Calculer ses
coordonnées.
b. Montrer que le volume de la pyramide EFHI est é cm®.
On pourra utiliser le point L, milieu du segment [EF]. On admet que ce point
est le projeté orthogonal du point1 sur le plan (EFH).
c. Déduire des deux questions précédentes l'aire du triangle FHI.
EXERCICE 5 Theémes: Asie 10 juin 2024

Dans l'espace muni dun repere orthonormé

(O; T, 7, 75) d’unité 1 cm, on considere les points :

AB; -1;1);B@;-1;0);C(0;3;2);D(4;3; -2) et

S(2;1; 4). C
Dans cet exercice on souhaite montrer que SABDC es

une pyramide a base ABDC trapézoidale de sommet Sl,%

afin de calculer son volume.
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1. Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.
2. a. Montrer que les points A, B, C et D sont coplanaires.

b. Montrer que le quadrilatere ABDC est un trapeze de bases [AB] et [CD].

On rappelle qu'un trapeze est un quadrilatere ayant deux c6tés opposés paral-
leles appelés bases.

3. a. Démontrer que le vecteur 7[(2 ; 1; 2) est un vecteur normal au plan (ABC).
b. En déduire une équation cartésienne du plan (ABC).

c. Déterminer une représentation paramétrique de la droite A passant par le
point S et orthogonale au plan (ABC).

d. On note I le point d’intersection de la droite A et du plan (ABC).

2 1
Montrer que le point I a pour coordonnées (§ ; 3 ; 3 ), puis montrer que SI =

2cm.

4. a. Vérifier que le projeté orthogonal H du point B sur la droite (CD) a pour co-
ordonnées H(3; 3; —1) et montrer que HB = 3v/2 cm.
b. Calculer la valeur exacte de I'aire du trapeze ABDC.
On rappelle que I'aire d'un trapeze est donnée par la formule

B
d=b+ <
2

ol b et B sont les longueurs des bases du trapéze et & sa hauteur.

5. Déterminer le volume de la pyramide SABDC.
On rappelle que le volume V d'une pyramide est donné par la formule

1
V= 3 x aire de la base x hauteur

EXERCICE 6 Theémes: Asie 11 juin 2024

Dans unrepere orthonormé (O ; 7, 7, TC)) del’espace, on considére le plan (P) d’équa-
tion :
(P): 2x+2y-3z+1=0.

On considere les trois points A, B et C de coordonnées :

A(1;0;1),B(2; -1;1)etC(—4; —6;5).

Le but de cet exercice est d'étudier le rapport des aires entre un triangle et son projeté
orthogonal dans un plan.

Partie A

Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 7
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1. Pour chacun des points A, B et C, vérifier s’il appartient au plan (P).

2. Montrer que le point C'(0; —2; —1) est le projeté orthogonal du point C sur le plan
(P).

3. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (AB).

4. On admet I'existence d'un unique point H vérifiant les deux conditions
He (AB)
{ (AB) et (HC) sont orthogonales.
Déterminer les coordonnées du point H.

=

Partie B

—
—

Nl N

On admet que les coordonnées du vecteur HC sont: HC | —

4

1. Calculer la valeur exacte de “ HC “

2. Soit S l'aire du triangle ABC. Déterminer la valeur exacte de S.

Partie C

17
On admet que HC' = e

1. Soit @ = CHC'. Déterminer la valeur de cos(a).
2.  a. Montrer que les droites (C'H) et (AB) sont perpendiculaires.
b. Calculer S’ I'aire du triangle ABC', on donnera la valeur exacte.

c. Donner une relation entre S, S’ et cos(a).

EXERCICE 7 Theémes: Meétropole 19 juin 2024
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Lespace est muni dun repére orthonormé
(O; 1, ], k).
On considere les points A(5; 5; 0), B(O; 5; 0),

5
C(0;0; 10) etD(O; 0; _5)

1
1. a. Montrer que E —1] est un vecteur
A
0 B
normal au plan (CAD). W v
b. En déduire que le plan (CAD) a pour O—
1
équation cartésienne: x-—y=0.
D
5
xX==t
2

2. On considere la droite & de représentation paramétrique y=5— g  OureR.
z=0
a. On admet que la droite 2 et le plan (CAD) sont sécants en un point H. Justifier
que les coordonnées de H sont (g ; g ; 0).
b. Démontrer que le point H est le projeté orthogonal de B sur le plan (CAD).
3. a. Démontrer que le triangle ABH est rectangle en H.
b. En déduire que I'aire du triangle ABH est égale a %5

4. a. Démontrer que (CO) est la hauteur du tétraedre ABCH issue de C.
b. En déduire le volume du tétraédre ABCH.
On rappelle que le volume d'un tétraedre est donné par: V = %%h, ouL B est
U'aire d'une base et h la hauteur relative a cette base.

5. On admet que le triangle ABC est rectangle en B. Déduire des questions précé-
dentes la distance du point H au plan (ABC).

EXERCICE 8 Themes: Métropole 19 juin 2024 J1 (secours)

On considere un repéere orthonormé (A; 1, J, k) de I'espace dans lequel on place
les points

B(4;0;0), D(0;4;0), E(0;0;4)

etles points C, F, G et H de sorte que le solide ABCDEFGH soit un cube.

Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 9
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1. Donner les coordonnées des points C, F, G et H.

2. On considere le point I milieu de I'aréte [EF].

Montrer qu’'une représentation paramétrique de la droite (IC) est donnée par :

X = 242t
y = 4t outeR.
z = 4-4¢

3. On désigne par & le plan orthogonal a la droite (IC) passant par le point G, et par
Jl'intersection de 22 avec (IC).

a.

b.

Démontrer qu'une équation cartésienne du plan &2 est donnée par :
xX+2y—-2z-4=0.

. . (28 20 16
Justifier que ] a pour coordonnées 399

Que représente J par rapporta C?

c. Vérifier que le point K(0; 2; 0) appartient au plan &2.

d.

4. Onrappelle que le volume d'une pyramide est donné par la formule V =

Justifier que (BK) est I'intersection des plans &2 et (ABC).
Bxh

, ol

B est 'aire d'une base et & la longueur de la hauteur relative a cette base.

a.

b
c.
d

Déterminer le volume de la pyramide CBKG.

. En déduire que l'aire du triangle BKG est égale a 12.

Justifier que la droite (BG) est incluse dans 2.

. On note I’ un point de I'aréte [EF], et P’ le plan orthogonal a la droite (I' C)

passant par G.
Peut-on affirmer que la droite (BG) est incluse dans P’?

Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 10
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EXERCICE 9 Theémes: Meétropole 20 juin 2024

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse.
Chagque réponse doit étre justifiée.
Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point.

Dans I’espace muni d'un repere orthonormé, on considere les points suivants :

A(2;0;0), B(0;4;3), C4;4;1), D(0;0;4) et H(-1;1;2).

Affirmation 1 : les points A, C et D définissent un plan 22 d’équation 8x—-5y+4z—16 =

0.
Affirmation 2 : les points A, B, C et D sont coplanaires.
Affirmation 3 : les droites (AC) et (BH) sont sécantes.
On admet que le plan (ABC) a pour équation cartésienne x —y +2z—2 =0.
Affirmation 4 : le point H est le projeté orthogonal du point D sur le plan (ABC).
EXERCICE 10 Themes: Métropole 20 juin 2024 J2 (dévoilé)

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse. Chaque
réponse doit étre justifiée. Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point. Les quatre
questions de cet exercice sont indépendantes.

Dans!'espace rapporté a un repére orthonormé (O; 1, ], k), on considere les points
A(0;4;-1), B(6;1;5 et C(6;-2;-1).

On admet que les points A, B et C ne sont pas alignés.

2
Affirmation 1 : Le vecteur T{ 2 | est un vecteur normal au plan (ABC).
-1

Affirmation 2 : Une représentation paramétrique de la droite (AB) est

X = 242t
y = 3-t outelR.
z = 1+2t

Affirmation 3 : Une équation cartésienne du plan &2 passant par le point C et ortho-
gonal a la droite(AB) est

2x+2y-z-9=0.

Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 11
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On considere les droites 2 et 2’ dont on donne ci-dessous une représentation para-
métrique :

X = 34t x = 2t
P y = 1+r outeR; 9 y = 4-t outeR
z = 2+t z = -—-1+2t

Affirmation 4 : 2 et 2’ ne sont pas coplanaires.

EXERCICE 11 Themes: Polynésie 19 juin 2024

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse.
Chaque réponse doit étre justifiée. Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point.
Dapns cet exercice, les questions sont indépendantes les unes des autres.

Les quatre affirmations se placent dans la situation suivante :
—_— — —
DansI’espace muni d'un repere orthonormé (O s 1, ], k ), on considere les points :

A(2;1;-1), B(-1;2;1et C(5;0; -3).
On note & le plan d’équation cartésienne :
x+5y-2z+3=0.

On note 9 la droite de représentation paramétrique :

X = —-t+3
y = t+2 ,telR.
z = 2t+1
Affirmation 1:
1
Le vecteur 7 | 0| est normal au plan (OAC).
2
Affirmation 2 :

Les droites 2 et (AB) sont sécantes au point C.

Affirmation 3 :
La droite 2 est parallele au plan 2.

Affirmation 4 :
Le plan médiateur du segment [BC], noté Q, a pour équation cartésienne :

3x-y—-2z-7=0.

Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 12
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On rappelle que le plan médiateur d’'un segment est le plan perpendiculaire a ce seg-
ment et passant par son milieu.

EXERCICE 12 Themes: Polynésie 21 juin 2024

Une commune décide de remplacer le traditionnel feu d’artifice du 14 juillet par un
spectacle de drones lumineux.

Pour le pilotage des drones, I'espace est muni d'un repere orthonormé (O H AR I k)
dont I'unité est la centaine de meétres.

La position de chaque drone est modélisée par un point et chaque drone est envoyé
d’'un point de départ D de coordonnées (2; 5; 1).

On souhaite former avec des drones des figures en les positionnant dans un méme
plan 2.

Trois drones sont positionnés aux points A(-1; —1; 17),B(4; -2; 4) et C(1; -3; 7).
1. Justifier que les points A, B et C ne sont pas alignés.
2
Dans la suite, on note £ le plan (ABC) et on considere le vecteur n | -3 |.
1
2. a. Justifier que 7; est normal au plan (ABC).
b. Démontrer qu'une équation cartésienne du plan &2 est 2x—3y+z—18=0.

3. Le pilote des drones décide d’envoyer un quatrieme drone en prenant comme tra-
jectoire la droite d dont une représentation paramétrique est donnée par

x = 3t+2
d:< y = t+5 ,avecteR.
z = 4r+1

a. Déterminer un vecteur directeur de la droite d.

b. Afin que ce nouveau drone soit également placé dans le plan £, déterminer
par le calcul les coordonnées du point E, intersection de la droite d avec le
plan 2.

4. Le pilote des drones décide d’envoyer un cinquieme drone le long de la droite A
qui passe par le point D et qui est perpendiculaire au plan 2. Ce cinquieme drone
est placé lui aussi dans le plan 22, soit a I'intersection entre la droite A et le plan 22.
On admet que le point F(6; —1; 3) correspond a cet emplacement.

Démontrer que la distance entre le point de départ D et le plan 2 vaut 21/14 cen-
taines de metres.
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5. Lorganisatrice du spectacle demande au pilote d’envoyer un nouveau drone dans
le plan (peu importe sa position dans le plan), toujours a partir du point D.
Sachant qu'il reste 40 secondes avant le début du spectacle et que le drone vole en
trajectoire rectiligne a 18,6 m.s™!, le nouveau drone peut-il arriver & temps?

EXERCICE 13 Themes: Polynésie 5 septembre 2024

On considére un cube ABCDEFGH et l'es- E
pace est rapporté au repére orthonormal
(1; A, 7B, A,

Pour tout réel m appartenant a 'intervalle
[0; 1], on considere les points K et L de co-
ordonnées :

Kim;0;0) et L(l-m;1;1).

A

1. Donner les coordonnées des points E et C dans ce repere.

2. Dans cette question, m = 0. Ainsi, le point L(1; 1; 1) est confondu avec le point G,
le point K(0; 0; 0) est confondu avec le point A et le plan (LEK) est donc le plan
(GEA).

1

a. Justifier que le vecteur DB [ -1 est normal au plan (GEA).
0

b. Déterminer une équation cartésienne du plan (GEA).
On s’intéresse désormais a la nature de CKEL en fonction du parametre m.
3. Dans cette question, m est un réel quelconque de l'intervalle [0; 1].
a. Démontrer que CKEL est un parallélogramme.
b. Justifier que KC-KE = m(m—1).

c. Démontrer que CKEL est un rectangle si, et seulementsi, m=0oum=1.
4. Dans cette question, m = %.Ainsi, L a pour coordonnées (% ;15 1) et Ka pour co-
ordonnées (% ;0; 0).
a. Démontrer que le parallélogramme CKEL est alors un losange.

b. Alaide de la question 3. b., déterminer une valeur approchée au degré pres
de la mesure de I'angle CKE.
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EXERCICE 14 Themes: Métropole Antilles-Guyane 11 septembre 2024

On considere un cube ABCDEFGH de coté 1.

AN

E ¢

B

—_ O —

3
Le point I est le milieu du segment [BD]. On définit le point L tel que IL = 1 IG.
On se place dans le repére orthonormé (A ; ﬁ, Kﬁ, ﬁ)

1. a. Préciser les coordonnées des points D, B, I et G.
Aucune justification n’est attendue.

. . 7 7 3
b. Montrer que le point L a pour coordonnées 3 ; 3 ; ik
2. Vérifier qu'une équation cartésienne du plan (BDG) est x+ y—z—1=0.
3. On considere la droite A perpendiculaire au plan (BDG) passant par L.

a. Justifier qu'une représentation paramétrique de la droite A est :

7
X = —+t
8
8
3
z = ——t
4

b. Montrer que les droites A et (AE) sont sécantes au point K de coordonnées

[os0: %)
0;0; —|.
8

c. Que représente le point L pour le point K? Justifier la réponse.

4. a. Calculer la distance KL.
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b. On admet que le triangle DBG est équilatéral.

Montrer que son aire est egale a 7

c. En déduire le volume du tétraedre KDBG.
On rappelle que :

1
* le volume d’'une pyramide est donné par la formule 7 = = x %8 x h ou %
est I'aire d’'une base et h la longueur de la hauteur relative a cette base;
* un tétraedre est une pyramide a base triangulaire.

5. On désigne par a un réel appartenant a I'intervalle ]0 ; +oo[ et on note K, le point
de coordonnées (0; 0; a).

a. Exprimer le volume 7, de la pyramide ABCDK,, en fonction de a.

b. Onnote A, la droite de représentation paramétrique

x = t
y = t out' eR.
z = —t'+a

On appelle L, le point d’intersection de la droite A, avec le plan (BDG).
a+l a+1 2a-1

"3 7 3
c. Déterminer, s’il existe, un réel strictement positif a tel que le tétraedre GDBK,

et la pyramide ABCDK,, sont de méme volume.

Montrer que les coordonnées du point L, sont

EXERCICE 15 Thémes: Ameérique du Sud 21 novembre 2024

L'objectif de cet exercice est de déterminer la distance entre deux droites non copla-
naires.

Par définition, la distance entre deux droites non coplanaires de I'espace, (d;) et (d>)
est la longueur du segment [EF], ol E et F sont des points appartenant respectivement a
(d1) et a (d) tels que la droite (EF) est orthogonale a (d;) et (dy).

—>—>—>)

L'espace est muni d'un repere orthonormé (O 1, ], k

1
Soit (d;) la droite passant par A(1; 2; —1) de vecteur directeur ;1) 2 | et (d») la droite
0
x = 0
dont une représentation paramétrique est: { y 1+t ,teR.
z 2+t

1. Donner une représentation paramétrique de la droite (d;).

2. Démontrer que les droites (d;) et (d2) sont non coplanaires.
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2
3. Soit 22 le plan passant par A et dirigé par les vecteurs non colinéaires u; et w | -1 |.
1

Justifier qu'une équation cartésienne du plan £ est: —2x+ y+5z+5=0.

4. a. Sanschercher a calculer les coordonnées du point d’intersection, justifier que
la droite (d>) et le plan &2 sont sécants.

b. On note F le point d’'intersection de la droite (d) et du plan 2.

5 2
Vérifier que le point F a pour coordonnées (0 It 5)

Soit (6) la droite passant par F et de vecteur directeur w. On admet que les droites

4
(0) et (dy) sont sécantes en un point E de coordonnées (—5 ; -3 ; —1).

5. a. Justifier que la distance EF est la distance entre les droites (d;) et (dy).

b. Calculer la distance entre les droites (d;) et (dy).

EXERCICE 16 Themes: Amérique du Sud 22 novembre 2024

—

L'espace est muni d'un repére orthonormé (O I 7, k)
On considere les trois points A(3; 0; 0), B(0; 2; 0) et C(0; 0; 2).

—
l

Lobjectif de cet exercice est de démontrer la propriété suivante :
«Le carré de 'aire du triangle ABC est égal a la somme des carrés des aires des trois
autres faces du tétraédre OABC »,

Partie 1 : Distance du point O au plan (ABC)

. Démontrer que le vecteur 7;(2 ; 3; 3) estnormal au plan (ABC).

(-

2. Démontrer qu'une équation cartésienne du plan (ABC) est: 2x+3y+3z—-6=0.

3. Donner une représentation paramétrique de la droite d passant par O et de vecteur
directeur n.

4. Onnote H le point d’intersection de la droite d et du plan (ABC).
Déterminer les coordonnées du point H.
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3v22
5. En déduire que la distance du point O au plan (ABC) est égale a \/_.

Partie 2 : Démonstration de la propriété

1. Démontrer que le volume du tétraedre OABC est égal a 2.
2. En déduire que l'aire du triangle ABC est égale a v/22.

3. Démontrer que pour le tétraédre OABC, «le carré de I'aire du triangle ABC est égal
ala somme des carrés des aires des trois autres faces du tétraédre ».

1
On rappelle que le volume d'un tétraédre est donné par V = §B x h ou B est I'aire
d’'une base du tétraédre et & est la hauteur relative a cette base.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 1
Amérique du Nord 21 mai 2024

1. On considere les points A(1; 0; 3) et B(4; 1; 0).
Une représentation paramétrique de la droite (AB) est :

3
Ona/ﬁ) 1 |.M(x;y; 2€(AB) < mztﬁ,teﬂ?z —
-3
x-1 = 3t x = 143t
y=-0 = 1¢ IER—=<{ y = t teRRéponsec.
z—3 = =3t z = 3-3t
On considere la droite (d) de représentation paramétrique
x = 344t
y = 6r avecreR
z = 4-2t
2. Réponse d.
4 3
3. « Les deux droites ont pour vecteurs directeurs respectifs : [ 6 | et [ -2 : ces
-2 1

vecteurs ne sont pas colinéaires, les droites ne sont pas paralleles.
» Les deux droites sont sécantes s’il existe deux réels ¢ et k tels que :

3+4r = -2+3k 4t = 3k-5
6t = -1-2k < { 6t = -2k-1
4-2t = 1+k -2t = k-3
Par différence de la ligne 1 et de la ligne 2, on obtient—2¢ = 5k -4 = k-3 (ligne
, , 1 11, . 11
3) soit 4k =1 < k = —, puis comme -2t =k-3=--3=—-——,dou t = —,
4 3 17 1% 8
mais la premiére ligne donne 4t =3k -5= 1 5= VR dout= r : ceci n'est pas
possible : les deux droites ne sont pas sécantes.
» Les deux droites ne sont pas confondues : il reste la réponse b.
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4. Levecteur 71 vecteur directeur de (d) estun vecteur normal au plan (P) . On adonc
M(x;y;20€(P) = IM-n=0 < 4(x-2)+6(y—-1)-2(z-0) =0 < 4x-8+
6y—6—-2z=0 < 4x+6y—-2z-14=0 < 2x+3y—2z—-7=0:1éponse a.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 2
Amérique du Nord - 22 mai 2024

On considere le pavé droit ABCDEFGH tel que AB = 3 et AD = AE = 1 représenté ci-
dessous.

H G

1. F(3;0;1), H(;1;1), M(1,5; 1;0).
3 1,5
2. a. Soit HE | 1| et MF | —1 |. Ces deux vecteurs ne sont manifestement pas co-
0 1
linéaires.
Onan-HF=6-6+0=0
Onan-MF=3-6+3=0.
Conclusion : le vecteur 71 est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du
plan (HMF), il est donc normal a ce plan.
b. On sait qu’alors :
X(x;y; z2)€ MHF) < 2x+6y+3z+d =0. Ainsi par exemple :
H(x; y; 22 e MHF) <= 0+6+3+d =0 < d =-9, donc finalement :

X(x;y;2€(MHF) < 2x+6y+3z-9=0.

5
c. Le plan &2 a par exemple pour vecteur normal p | 15 | et ce vecteur n’est pas
-3
. — . 5 5 . 5
colinéaire au vecteur n, (on a bien 2 x 2 =5,6x > =15, mais 3 x 2 # —3) donc

les deux plans ne sont pas paralléles.
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3
3. OnaD(0;1;0) et G@3;1; 1), dott DG | 0.

1
On sait que :
x-0 = 3t
X(x; y; 2 € (DG <> DX =1tDG, teR < { y-1 0 teR <
z-0 = 1t
x = 3t
y = 1 teR.
z =1

4. Sila droite coupe le plan en un point N, les coordonnées de ce point vérifient les
équations de la droite et celle du plan soit le systeme :

X = 3t

= 1
y tel.
z = 1
2x+6y+3z-9 = 0

Enremplacant x, y et z par leurs valeurs en fonction de ¢ dans la derniére équation,
on obtient :

61+6+3t-9=0 <= 9r-3=0 <= 3t-1=0 < t:é.LescoordonnéesdeN
sont donc (3 x %; 1; %),soit N(l; 1; %)

5. ¢ On vérifie d’abord que R appartient au plan (HMF) :
R(3; i; %)e(HMF) — 6+;+g—9:0 < 6+3-9=0ce qui est vrai.

e On vérifie maintenant que le vecteur GR est bien un vecteur normal au plan
(HMF) :

3-3 0
Ona GR i -1|= —% . Or ce vecteur n'est manifestement pas colinéaire au vec-
1 1
21U \=3
2
- - . . P . g . .
teur connu 7 | 6| : pour que 7 soit colinéaire au vecteur GR il faudrait que sa
3

premiere coordonnée soit égale a 0, ce qui n’est pas le cas.
Conclusion: le point R n’est pas le projeté orthogonal du point G sur le plan (HMF).

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 3
Centres étrangers 5 juin 2024

-1-(-2) 1 1-(-2) 3
1. Ona AB 3-0 =] 3 ]etAC| -1-0 |=]|-1
0-2 -2 2-2 0

3 -1 — —
1 # 3 donc les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires donc les points A, B et

C ne sont pas alignés
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. N-AB=1x1+3x3+5x-2=1+9-10=0
7-AC=1x3+3x-1+5x0=3-3+0=0
1
Le vecteur 71 | 3 | estdonc orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan
5

(ABC) donc 7 est orthogonal au plan (ABC).

. Le vecteur 7; est orthogonal au plan (ABC), c’est donc un vecteur normal du
plan (ABC).

Une équation cartésienne du plan (ABC) est donc de la forme :
x+3y+5z+d=0avecdeR

De plus, le point A appartient au plan (ABC) donc ses coordonnées verifient
I'équation du plan. On a donc:
—2+3%x04+5%x2+d=0=-2+10+d=0<=d=-8

Une équation cartésienne du plan (ABC) est donc x+3y+5z—-8=0.

. Xp+3yp+5z2p—8=0+3x0+5x3-8=15-8=7#0

Donc le point D n’appartient pas au plan (ABC) d’ot1 les points A, B, C et D ne
sont pas coplanaires.

xX=1
. Une équation paramétrique de 2, est: { y =3¢ avec teR
z=3+5t
x=0
D’une part: pour t=0,0onaq{y=3x0=0
z=3+5x0=3
On reconnait les coordonnées du point D, donc D appartient a la droite &;.
1
D’autre part : un vecteur directeur de 92, est donc le vecteur | 3 | c’est a dire
5

le vecteur 1 qui est orthogonal au plan(ABC).
Donc la droite 2; est orthogonal au plan (ABC).
Donc la droite 92 est bien la hauteur du tétraedre ABCD issue de D.

. Pour déterminer les points éventuels d’intersection des droites 2, et 9, ré-

r=1+43s
solvons le systéme (S) : { 3t=-1-5s
3+5t=2-6s
r=1+3s t=1+3s
() <=<{3x(1+3s)=-1-5s <=><{3+9s=-1-5s
3+5%x(1+3s)=2-6s 3+5+155s=2-6s
-2 1
f=1+3s t:1+3s:1+3x7:?
S)e={1l4s=-4 <— s:—ﬁz—g
21s=-6 :_Ez_g
21 7

Le systéme admet une unique solution donc les droites 9; et 2, sont sé-
cantes.

1
Remplacons ¢ par - dans’équation paramétrique de 2,
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xX=

N =

3 1 3

y: X == —
! 17 26
Z2=3+5x=-=—
77

Les droites 2, et @, sont donc sécantes et les coordonnées de leur point d’'in-
3 26

tersection sont (l ;= —)
777
4. a. Soit H le projeté orthogonal du point D sur le plan (ABC).
H est donc l'intersection du plan (ABC) et de la hauteur issue de D dans le
tétraédre ABCD c’est a dire la droite 2;.
Les coordonnées de H vérifient donc I’équation cartésienne du plan (ABC) et
I’équation paramétrique de la droite 2.

t+3 x7(3t)+1SX(3+5t)—8:0<:>t+9t+15+25t—8:0<:>35t:—7<:>

[=—— = ——

35 5
1
Remplacons ¢ par o dans I'équation paramétrique de 2
1
X = —g
3 -1 3
y=3x—=—=
-1 > 10
2=3+5x—=—=2
5 5

Le projeté orthogonal du point D sur le plan (ABC) est le point H de coordon-
1 3
nées H(—— == 2).
5 5
b. La distance du point D au plan (ABC) est égale a la longueur DH car H est le
projeté orthogonal du point D sur le plan (ABC).
3 ) , 1 9 35
—=-0| +2-3)*=—=+—=+1=—

1 2
DH? = (—— —o) +
5 5 25 25 25

35 7 14 V35
DH= \/g = \/g: 1/ - v1,40u = ~ 1,183 soit 1,18 au centieme pres.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 4
Centres étrangers 6 juin 2024

1 1
1. Ona:I(—;O;O)et](l; 1; —).
2 2

2. On en déduit :

1-0 1 0—1\ (-1 1_ 1
Ef }_0 = 11 ; Eﬁ 1-0]=]11]; et ﬁ 3—0 = 02
21 5 1-1 0 0—1 _1
donc:
ﬁ-ﬁzlx(—l)+lxl—%x0=0
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— — 1 1
E] FI=—=x1+1x0-=x(-1)=0
2 2

Le vecteur EJ est donc orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (FHI)
donc EJ est normal au plan (FHI).

1
-2
. Le vecteur EJ 11 est normal au plan (FHI) donc le vecteur T =—2F|-2] est
-5 1
aussi un vecteur normal au plan (FHI).
Une équation cartésienne du plan (FHI) estdoncdelaforme: -2x-2y+z+d=0
avec d e R.

De plus, le point F appartient au plan (FHI) donc ses coordonnées verifient I'équa-
tion du plan. On a donc:

Fe(FHI) <= -2xxp—-2xyp+zp+d=0
— 2x1-2x0+1+d=0
— -2+1+d=0
—d=1
Une équation cartésienne du plan (FHI) est donc -2x -2y +z+1=0.

. Le vecteur Ef est un vecteur directeur de la droite (EJ) et E est un point de la droite
(EJ). Une représentation paramétrique de la droite (EJ) est donc :

x=0+1x¢ xX=t

y=0+1xt gavecteR cestadire:{yV=1 avec r € R
1 1

z=1—-=-xt z=1-=t
2 2

a. Soit K est le projeté orthogonal du point E sur le plan (FHI).

K est donc l'intersection du plan (FHI) et de la droite orthogonale au plan
(FHI) passant par E, c’est a dire la droite (EJ).

Pour cela, on va considérer le point M, de parametre ¢ sur la droite (EJ).
M; e (FHI) < -2xp, —2ym, +2Mm, +1=0

1
— —2xt—2xt+(1—§t)+l=0
1
— —2t—2t+1—5t+1=0
— ——t=-2
2

<~ [ = §
Le seul point de la droite étant aussi sur le plan est donc K, c’est le point de
parametre 9 dans I'équation paramétrique de (EJ).

Ses coordonnées vérifient :

b 4 142 7
:—’ = — K = —_—_ X - = —_—_= -,
K=g JKTg K 279 9 9

Le projeté orthogonal du point E sur le plan (FHI) est le point K de coordon-
4 4 7
nées K(— e —).
9°"9°9
1
b. Le volume V d’une pyramide est donné par V = Eﬁh ol & est laire de la
base et h la hauteur correspondante.

Prenons le triangle EFH comme base, la hauteur issue de I est donc la droite
(IL) et la distance de I au plan EFH est donc égale a la longueur IL.
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1x1 1
EFH est un triangle rectangle en E et son aire est égale a 5 =5

1
L a pour coordonnées L(E ;05 1) donc

1 1)\?
L12=(5—5) +(0-02+(1-0)2=1doncLI=1.
1 1 5
Onadoch:gxixlz—(cm).

c. Calculons maintenant le volume en prenant le triangle FHI comme base. La
hauteur sera donc la longueur EK.

, (4 Y (4 N (7 )} 16 16 4 36

EK={=-0| +|=-0|] +|=-1] =—=+—+—=—
9 9 9 81 81 81 81

2

doncEK:—:E

On adonc

1 1

—= = Xdfp X — €= — X3 X — =4

53 FHI 3 FHI

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 5
Asie 10 juin 2024

4-3 1 0-3 -3
1. Ona: AB|-1-(-D1|=]0 et AC|3-(-1|=| 4
0-1 -1 2—-1 1

Ona X5g = —3x§3», mais Vid # -3 Vg les vecteurs sont donc non colinéaires, et

donc les points A, B et C ne sont pas alignés.

2. a. Onsait que A, B et C ne sont pas alignés, et donc qu’ils définissent un plan.
Pour montrer que les points A, B, C et D sont coplanaires, il suffit de montrer
que D est un point du plan (ABC), ce qui équivaut a prouver qu'un vecteur
reliant un point du plan (ABC) au point D est coplanaire a deux vecteurs non
colinéaires du plan (ABC).

Pas tout a fait au hasard (car on a regardé I'énoncé de la question suivante),

on va choisir d’exprimer le vecteur CD en fonction d’'une base de (ABC) consti-
tuée des vecteurs AB et AC dont on a déja déterminé les coordonnées précé-

demment.
4-0 4
Ona: C_15 3-3 |=10
—2-2 -4

On remarque quel'ona: CD =4x AB +0 x AC.
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Le vecteur CcD peut donc étre écrit comme combinaison linéaire des vecteurs
AB et AC donc c’est un vecteur du plan (ABC), et puisque C est dans le plan
(ABC), on en déduit que D est également dans (ABC).

Finalement, puisque D est dans (ABC), les quatre points A, B, C et D sont bien
coplanaires.

. Ala question précédente, on a établi CD =4x AB +0x AC , C'est-a-dire CD =
4% AB. Les vecteurs AB et CD étant colinéaires, les segments [AB] et [CD]
sont portés par des droites paralléles (strictement, car C n’est pas aligné avec
AetB).

ABCD est donc une figure plane (les quatre points étant coplanaires), c’est
doncun quadrilatere, non croisé (puisque AB et CD sont colinéaires de méme
sens, cela signifie que ABDC est non croisé, ABCD serait un quadrilatére croisé),
dontles cotés [AB] et [DC] sont paralleles : le quadrilatere ABDC est donc bien
un trapeze, de bases [AB] et [DC].

. Comme on est dans un repere (O AN k) orthonormé, on va utiliser les
coordonnées des vecteurs pour calculer le produit scalaire :
— N-AB=2x1+1x0+2x(-1)=240-2=0: 7 et AB sont donc ortho-
gonaux;
— zﬁ =2%x(-3)+1%x4+2x1=-6+4+2=0": T{ etﬁ sont aussi
orthogonaux;
7 étant orthogonal a une base (deux vecteurs non colinéaires) du plan (ABC),
on en déduit que n est un vecteur normal au plan (ABC).
2
. n de coordonnées | 1| étant normal a (ABC), on en déduit que (ABC) admet

2
une équation de la forme: 2x+y+2z+d =0, ou d est unréel donné.

De plus, A€ (ABC) <= 2xa+ya+22a+d =0
— 2x3+(-1)+2x1+d =0
— 6-1+2+d=0
— d=-7
Finalement, une équation de (ABC) est: 2x+y+2z—7=0.
. Si A est orthogonale a (ABC), cela signifie que ﬁ, qui est normal a (ABC) doit

diriger A. Et si la droite passe par S, de coordonnées (2 ; 1; 4), on en déduit
qu'une représentation paramétrique de A est :

X=Xs+ Xt x=2+2t
y=ys+y;t teR cequidonneici: {y=1+¢ reR.
z=zs+z7l»t z=4+2¢t

. On nomme M; le point de parametre ¢ sur la droite A.
M; € (ABC) < 2xp, + Y, +22p, —7=0

<~ 2Q2+20)+ (1 +1)+2(4+21) -

<~ 4+4t+1+t+8+4t-7=0

<~ 9t+6=0

-2
<~ [=—
3

Il existe donc un unique point de A qui est sur le plan (ABC), c’est le point de

-2
parametre ¢ = EY dans la représentation paramétrique. Ce point est donc le
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-2

-2 -2
pointI (oubienM%z),etabienpourcoordonnées: 2+2x 3 i1+ —;4+2x ?) =

(2.1.8)
3°373)

—_— — —>
Dans le repere orthonormé (O 1, ], k ), onadonc:

3

2 ) (1 )?
SI=\/(xl_xs)2+(J/I_J/S)2+(ZI—ZS)2=\/(5—2) + 5—1) +
4\ 2y (4 16 4 16 [36
= (——)+——) +(——)= — -t — =/ = =V4=2

3 3 3 9 9 9
On arrive bien a SI = 2 unités graphique, et comme

O; 1,7, k)estd’unité

8 2
__4)
3

—_——

graphique 1 cm, on a bien SI =2 cm.

-1 3
4. a. Avecles coordonnées données pour H, on a BH| 4 |etCH| 0
-1 -3

Onadonc: CD-BH =4x(=1)+0x4+(—4)x -1 = —4+0+4 =0, donc
les vecteurs sont orthogonaux, et les droites (BH) et (CD) qu'ils dirigent sont
orthogonales.

—_— 3 D —
Par ailleurs: CH = 1 CD, les points C, H et D sont alignés, donc H est sur la

droite (CD).

H est donc le point de la droite (CD) tel que (BH) est orthogonale a (CD), donc
c’est bien le projeté orthogonal de B sur (CD).

OnaBH=+/(-1)2+42+(-1)2=y1+16+1=V/18=3V2.

La distance BH est bien égale 4 3v/2 cm.

b. On a donc besoin de connaitre les longueurs des deux bases du trapeze :
— AB=v/12+ 0%+ (-1)2 = V2 cm;
— Commeona C_15 =4 x E, on a notamment, CD = |4| x AB = 4v/2 cm.

2+4v2 5v2
Laire du trapéze ABDC est donc: /agpc = % x 32 = T\/_ x 32 =
15cm?

1
5. Finalement, le volume de la pyramide est: ¥jppcs = 3 x15x2 =10cm3.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 6
Asie 11 juin 2024

Partie A

1. Vérifions siles coordonnées des points vérifient ou non I'équation de (P) :

— 2Xa+2yA—32a+1=2x1+42x0-3%x14+1=2+0-3+1=0: Aestdansle
plan (P);
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— 2xg+2y—3z5+1=2x2+2x(-1)-3x1+1=4-2-3+1=0: Bestdans
le plan (P);

— 2xc+2yc—3z2c+1=2x(-4)+2%x(-6)—3x5+1=-8-12-15+1=-34#0:
C n’est pas dans le plan (P).

_ (0-(-9 4 2
2. Ona: CC'|-2-(-6)|=| 4 |, d’aprésl'équation quel'onaduplan (P), n| 2
-1-5 -6 -3

est un vecteur normal au plan (P).

Comme on a manifestement C_C; = 27;, ces vecteurs sont colinéaires, et donc la
droite (CC’) est orthogonale au plan (P).

Deplus: 2xg+2yc—-3z¢+1=2x0+2x(-2)-3%x(-1)+1=0-4+3+1=0: C
€ (P).

Finalement, C’ est un point du plan (P) tel que (CC’) est orthogonale a (P) : cela
confirme que C’ est le projeté orthogonal de C sur (P).

1
3. Ladroite (AB) passe parA(1; 0; 1) et est dirigée par AB|[-1 ,donc une représenta-
0
X=Xp+ Xl x=1+t¢
tion paramétrique de (AB) est : y=yat+typt avecreR, soitici: y=-t
Z=2p+ 25y t z=1

avec teR.
4. SiH estun point de (AB), cela signifie qu’il existe un réel ¢, tel que H est le point de

parametre f, sur (AB).
On a: (AB) et (CH) seront orthogonales (et donc necessalrement perpendlculalres
car elles ont H en commun) si et seulement si les vecteurs AB et CH sont orthogo-
naux.

1 Q+1)—-(-4) 5+1
On ales coordonnées suivantes : ﬁ —1]et C_H (—t)—(-6) |=|6—-1ty|. Comme

0 1-5 -4
le repére est orthonormé, on a: E . C_H =1xBG+t)+(-1)x(6-—1)+0x(—4) =
5+ )—6+1=21—-1
Onadonc: (AB) et (CH) sont orthogonales <= ﬁ . Ef =0

— 21p—1=0

— = E
L'unique pour H de la droite (AB) pour lequel (AB) et CH) sont orthogonales est
donc le point de parameétre #y = % = 0,5 dans la représentation que nous avons
donnée a la question précédente. Ses coordonnées sont donc: H(1,5; —0,5; 1).
Remarques : H est le milieu de [AB].
Si vous avez une représentation paramétrique différente de celle présentée dans
ce corrigé, vous aurez aussi une valeur différente pour #.

Par exemple, si vous avez choisi B comme point de référence et AB comme vecteur
directeur pour construire votre représentation paramétrique, vous arriverez a ty =
—0,5, mais dans votre représentation paramétrique, cela vous conduira aux mémes
coordonnées pour le point H.

Partie B

e
Les coordonnées admises pour le vecteur HC sont cohérentes avec les coordonnées
du point H a la question précédente.
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1. On est dans un repere orthonormé, donc:
— 112 [ 11)2 121 121 153
HC“: ——| 4= +42= =+ == +16=1/— = /76,5
] - [ () e B B

— 153
La valeur exacte de ” HC ” estdonc: 4/ - =+/76,5.

2. Le point H, en tant que point de (AB) tel que (CH) est orthogonale a (AB), est donc
le pied de la hauteur issue de C dans le triangle ABC.

base x hauteur

2
Ici, le plus simple sera donc de choisir [AB] comme base, de longueur AB et donc

Pour calculer la surface du triangle, on va donc utiliser la formule: <« =

la hauteur correspondante est CH = ” CH ”

On a déja calculé CH a la question précédente, donc :

B=v12+(-1)2+0= 2.

V3 x 153
AB x CH "9 V153
Laire de ABCestdonc: S= . = 2 _ .
2 2 2
Partie C
1. — On a établi au début de 'exercice que A et B appartiennent a (P), donc toute la

droite (AB) est incluse dans (P), et donc notamment H appartient a (P) aussi.

— H et C' sont donc deux points de (P), et on sait que (CC’) est orthogonale a (P).
(CC’) étant orthogonale a (P), elle orthogonale a toute droite de (P), dont la droite
(C’H), ces droites sont donc perpendiculaires, car elles se coupent évidemment en
C.

Le triangle CHC’ est donc un triangle rectangle en C..

Dans un triangle rectangle, le cosinus d'un angle aigu est donné par le quotient de
la longueur du coté adjacent a 'angle (ici C'H) par la longueur de I'hypoténuse du
triangle (ici CH).

. V 17 17 x 1
Ici,onadonc: cos(a)=
/ 153 17x9

2. a. Méthode1 :le plus rapide, ici, serait de calculer le produit scalaire des vecteur
directeurs des deux droites, et de prouver qu'’il est nul.

Mais comme on a fait quelque chose de similaire dans ce corrigé, on va ex-
plorer une voie différente :

Meéthode? :

— On sait que (CH) est orthogonale a (AB), d’aprés la définition du point H
ala question A 4.;

— on sait que (CC') est orthogonale a (AB), car (CC') étant orthogonale a (P),
elle est orthogonale a toute droite incluse dans (P), notamment (AB);

— on sait que les droites (CH) et (CC') sont sécantes (en C), car les points C’
et H sont les intersections de ces deux droites avec (P), et sont séparés par
une distance non nulle.

Ainsi, on vient de démontrer que C, C' et H définissent un plan, et que deux
droites sécantes du plan (CC'H) sont orthogonales a (AB), donc que (AB) est
orthogonale au plan (CC'H) et donc a toutes les droites de ce plan 1a, notam-
ment a la droite (C'H).
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Remarque : le plan (CC'H) est ce que I'on appelle le plan médiateur du seg-
ment [AB] : le plan qui passe par le milieu (H) du segment et lui est perpendi-
culaire.

. On applique a nouveau la formule de calcul de I'aire d'un triangle.

Ici, on va prendre [AB] comme base et donc, d’aprés la question précédente,
[C'H] est la hauteur correspondante.

17
ABxC’H_\/EX\/?_\/ﬁ

Onadonc: §'=

2 2 2
AB x C'H
CH ABxCH 2 S
. Onadonc: cos(a)=——= = =—.
(@) CH ABxCH W—U{ S
2

Voila une relation possible.
On peut aussi écrire : S’ =cos(a@)S par exemple.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 7
Métropole 19 juin 2024

5 0
.OnaCA| 5 |etDC| 0 |].
25

-10 =

Or ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires et :

ni-CA=5-5+0=0et

7 -DC=0+0+0=0.

Conclusion : le vecteur E est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du
plan (CAD) : il est donc normal a ce plan.

. On sait qu’alors :

Mx;y; 2)€(CAD) <= 1x—-1y+0z+d=0 < x—y+d=0,avec deR.
Ceci est vrai pour exemple pour C :

C(0;0;10)€(CAD) <= 0—-1y+0+d=0avec deR,soitd=0.

Donc M(x; y; z) € (CAD) <= x-y=0.

. Sila droite (D) est sécante au plan (CAD) en un point H les coordonnées de
ce point vérifient les équations paramétriques de (D) et celle du plan soit :

x = +21
H(x; v; z) € DN(CAD) <— Y - 5_%t (tel]%):§t— 5—§t =
24 z = 0t 2 2 )
x-=y=0
0= 5t-5=0<=t=1.
5 5
DoncH|—-; —; 0].
2 2
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Il
(e}
+

[%]
~

X
2

b. OnaM(x; y; z2)eD < y = —gt
z = 040t

\S1 18]

On reconnait dans les coefficients de ¢ les coordonnées du vecteur —% , Soit

(=)

% n; et (0; 5; 0) sont les coordonnées de B.

Donc D est la droite contenant B et de vecteur directeur 7; .
Or on a vu que le vecteur n; est normal au plan (CAD), donc la droite D est
perpendiculaire a (CAD) au point H.

3. a. Onavuque (BH) = D donc a pour vecteur directeur ;1)

—_

HA etnf-HA==--=-+0=0.
2 2

[« X N113;1N1[3)]

—

Les vecteurs BH et HA sont orthogonaux donc les droites (BH) et (HA) sont
perpendiculaires, le triangle ABH est rectangle en H.

— 12
_ 25,25 _ 50 s
b. Ona“BH” —T"'T"'O—T*dou

BH| =BH= /%
_5v2
=2

5v/2
=——2ct
2

— 2
_ 25,25 _ 50 3>
'HA” —T+T+0—T,d0u

HA| =HA= /%0
BHxHA 1

4
5v2 5v2 25x2 25
Donc &/ (ABH) = ———— = = x \/_x \/_: ==,
2 2 2 2 8 4
4. a. Lespoints A, B et H ont une cote nulle : ils appartiennent donc au plan définis
par les vecteurs unitaires 1 et j et C a une abscisse et une ordonnée nulles,

—

donc appartient a I'axe (O, k) qui est perpendiculaire au plan (ABH), donc
(CO) est la hauteur contenant C du tétraedre ABCH.

b. De facon évidente CO = 10, donc:
25

o (ABH)xCO < x10 125
7 (ABCH) = L ABI xCO _ 3 _1>
3 3 6
5 0
5. OnaBA|0|et BC|-5|,d ot BA-BC =0+0+0 = 0:les vecteurs sont orthogonaux
0 10

donc les droites (BA) et (BC) sont perpendiculaires, le triangle (ABC) est rectangle
en B.

On a BA? = 52, donc BA = 5 et BC? = 5% + 10 = 25 + 100 = 125, donc BC = v/125 =
5V/5.

Laire du triangle (ABC) est égale a :

ABxBC 5x5/5 25V5

o/ (ABC) =
2 2
o/ (ABC) x d
On a7 (ABCH) = %, d étant la distance du point H au plan (ABC).
255

125 —5 x4 125 3x2

Onadonc: —=—“45—— < d=—x =/5.
6 3 6 25V5
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ELEMENTS DE LA CORRECTION DE LEXERCICE 8
Meétropole 19 juin 2024 J1 (secours)

On considere un repere ortho- H G

normé (A; _1),7,75) de l'espace !

dans lequel on place les points h

B(4;0;0), D(0; 4;0), E(0; 0; 4), E o F
|
|
|
|
|
|
|
|

et les points C, F, G et H de sorte
que le solide ABCDEFGH soit un
cube.

~
N
N

SN

—_

k

A
1. DeAC=AB+AD =41 +47,on déduit que C(4; 4; 0);
De AF = AB +AE =4 ¢ +47c),ondéduitque F(4;0;4);
De AG =AB +AD + AE =41 +47 +47c), on déduit que G(4; 4; 4);
De AH = AD + AE :47+47c),on déduit que H(0; 4; 4).
0+4 0+0 4+4

2. Le point [, milieu de [EF], a pour coordonnées 5 T TS =(2;0; 4).
Onsaitque M(x; y; z) € IC) < IM = tf,avec reR.
2
Avec IC| 4 |,onadonc:
-4
x—-2 = 2t X = 242t
M(x;y; 2 (IC) < y—-0 = 4t avecteR < y = 4t oute
z—4 = -4t z = 4-4¢

R.

3. On désigne par & le plan orthogonal a la droite (IC) passant par le point G, et par
Jl'intersection de 22 avec (1C).

2
a. Levecteur IC| 4 | estun vecteur normal au plan £2. On sait qu’alors :
-4

Mx;y; 2P < 2x+4y—-4z+d=0,avecd eR.

AinsiG(4;4;4) e P <— 2x4+4x4—-4x4+d=0 < d=-8.

Onadonc M(x; y; 2 € <= 2x+4y—4z—8=0 < x+2y—-2z—-4=0.
b. J étant commun a (IC) et 22, ses coordonnées (x ; y; z) vérifient les équations

paramétriques de (IC) et 'équation cartésienne de &2, soit le systéme :

X = 2+2t
y = 4t
z = 4-4¢
x+2y-2z-4 = 0

En remplacant x, y et z par leurs valeurs en fonction de ¢ dans la derniere
équation on obtient :
242t +2%x4t-2x(4-41)-4=0 <= 2+2t+8t—-8+8r-4=0

5
< 18t—-10=0 < 9t-5=0 < t:§.
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En utilisant la représentation paramétrique de (IC), on obtient :

5 18+10 28 5 20 5 36-20 16
X=242x = =—;y=4x-—=—etz=4—4x = =,
9 9 9 9 9 9 9
Donc C est la perpendiculaire (IC) au plan & qui coupe ce planen] : ] est

donc le projeté orthogonal de C sur le plan, 22.
. K0;2;0e2 < 0+2x2-2x0-4=0: cette égalité est vraie

. On vient de voir que K est un point de 22 et K est un point du plan de la base
(ABCD) du cube.

D’autre partB(4; 0; 0) € & < 4+2x0-2x0—-4 =0, qui est vraie donc B
est un point de & et bien sur de (ABC).

Conclusion : les deux points B et K sont communs aux deux plans, donc I'in-
tersection des plans & et (ABC) est la droite (BK).

. On prend comme base le triangle CBG de la face de droite BCGF : son aire est
2

la moitié de celle du carré de coHté 4, soit > =8.

La hauteur de la pyramide est alors [DC) avec DC = 4.

8x4 32
On adonc: Vggkg = 3 = 3
. En prenant pour la méme pyramide la base BKG, la hauteur est [C]].

28 8
(% 3

Comme CJ |4 - % = % ,d’olr:
16 16
9 9

81 81 9x9 9

16)2+(16)2 _ 64+256+256 576  9x64 64

— 8\2
CJ? = CJI* = —) —
=11 =15] |3 5

8 2
(—) .Donc CJ = §
3 3

Le volume de la pyramide est égal a :

8
32 aire(BKG) x —

3 3
. On a déja vu que B est un point de &2 et G aussi par définition, donc la droite
(BG) est incluse dans le plan 2.

3
<= aire(BKG) =32 x 5 =4x3=12.

. On note I’ un point de I'aréte [EF], et 2’ le plan orthogonal a la droite (I'C)
passant par G.
Le point I' a pour coordonnées (x; y; z) telles que EI’ = kEF avec k€ [0; 1].

x—0 = 4-0)k 4k _(4-4k
Donc{ y—0 = (0-0k etdoncl’| 0 |[;onadoncI'C 4
z—4 = (4—-4)k 4 4
0 . .
BG |4|donc 'C-BG = (4—4k) x 0+ 4 x 4+ (—4) x 4 =0 donc I'C L BG.
4

G appartient au plan &2’ qui est le plan orthogonal a (I'C); comme IC L ﬁ@,
on peut dire que B appartient aussi a 2’. Donc la droite (BG) est incluse dans
P
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ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 9
Métropole 20 juin 2024

Affirmation 1 : Vraie
Ici, il y a deux éléments a justifier : d'une part A, C et D définissent un plan et d’autre
part, ce plan a bien I'équation annoncée.

4-2 2 -2
* Ona: AC|4-0|=[4] et AD| O
1-0 1 4

Avec X3 = —X4¢ mais yom # — Y52, il est évident que les vecteurs AC et AD ne

sont pas colinéaires, donc que les points A, C et D ne sont pas alignés, et donc :
A, Cet D définissent un plan;
¢ le plan d’équation 8x —5y + 4z — 16 = 0 admet pour vecteur normal E, de coor-
8
données | -5 .
4
Ona: 7 -AC=8x2-5x4+4x1=16-20+4=0
et 71y -AD =8x(-2)—5x0+4x4=-16-0+16=0
E est donc bien orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (ACD), donc
E est orthogonal au plan (ACD).
Le plan dont on al’équation partage un vecteur normal avec (ACD) : ces deux plans
sont paralléles.
Comme, de plus, 8xsy—5ya+424—16=8x2-5x0+4x0-16=16-16=0
on en déduit que les coordonnées de A vérifient 'équation donnée, et donc que A
est dans le plan dont on a I'’équation, ce plan est donc confondu avec (ACD).
Finalement, on a bien confirmé que les points A, C et D définissent un plan 2 d’équa-
tion8x—-5y+4z-16=0.
Remarque : pour le deuxiéme point de cette question, on pouvait aussi vérifier que A,
C et D avaient des coordonnées vérifiant I’équation donnée, cela revenait au méme.

Affirmation 2 : Fausse
Puisque I'on sait que A, C et D définissent le plan &2 d’équation 8x -5y +4z—16 =0,
alors on a: les points A, B, C et D sont coplanaires < Be 2

< 8xg—5yg+4z3—-16=0
< 8x0-5%x4+4%x3-16=0
— 0-20+12-16=0

— -24=0
Comme —24 # 0, on en déduit que B n’appartient pas a &2, et donc que les points A,
B, C et D ne sont pas coplanaires.

Affirmation 3 : Vraie

2 -1
les droites (AC) et (BH) sont dirigées par AC | 4 | et BH | —3 | respectivement. Comme
1 -1
ces vecteurs sont visiblement non colinéaires, les droites sont soit sécantes, soit non co-

planaires.
Pour chercher un éventuel point d’intersection, on a donné des représentations pa-
ramétriques des deux droites :
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X=2+2s x=-t
(AC){ y=4s ouseR (BH){ y=4-3t outeR.
zZ=5 z=3-1
Si on considere M; le point de parametre s sur la droite (AC) et N; le point de para-
meétre ¢ sur (BH), alors:

2+2s=-t
Mi=N; < {4s=4-3t
§s=3-t¢
2+423-t)=-t
< {4(3-1)=4-3t
§s=3-t
2+6-2t=—t
<> <{12-4t=4-3¢
§s=3-t¢
8=—t+2t
< < 12—-4=-3t+4¢
§s=3-t¢
t=8
<~ {1t=8
§s=3-8
t=8
— { r=8
s=-5

Le systéme a une unique solution, donc les deux droites ont un unique point com-
mun, c’est M_s, qui est confondu avec Ng, autrement dit, le point de coordonnées :
(-8; —20; -5).

Les droites sont bien sécantes.

Affirmation 4 : Vraie
Il y a deux éléments a vérifier ici pour répondre positivement : le point H est-il un
point du plan (ABC), et le vecteur DH est-il normal au plan?

— Ona: xg—yg+2zg—-2=-1-142x2-2=-2+4-2=0

Les coordonnées de H vérifient 'équation donnée pour (ABC), donc H est bien un
point du plan (ABC);

-1
— Ona: ﬁf 1. D’apres I'équation donnée pour (ABC), un vecteur normal
-2
1
a(ABC)est: m|-1]|.
2

Commeona: np, =—DH, onendéduitque lesvecteurssont colinéaires, donc
que DH est normal au plan (ABC).

En conclusion, H est un point de (ABC) tel que (DH) est orthogonale a (ABC) : H est
bien le projeté orthogonal de D sur (ABC).
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ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 10
Métropole 20 juin 2024 J2 (dévoilé)

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse. Chaque
réponse doit étre justifiée. Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point. Les quatre
questions de cet exercice sont indépendantes.

A(0;4;-1), B(6;1;5 et C(6;-2;-1).

2
Affirmation 1 : Le vecteur 71) 2 | est un vecteur normal au plan (ABC).
-1
6 6
OnaAB|-3]|etAC|-6/].
6 0

Orn-AB=12-6-6=0et n-AC=12—-12+0=0.

Or il est admis que les points A, B et C ne sont pas alignés, donc les vecteurs AB et
AC ne sont pas colinéaires.

Donc le vecteur T{ est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC) :
c’est un vecteur normal a ce plan : affirmation Vraie. Affirmation 2 :

On sait que :
M(x; y; 2 € (AB) < W:uﬁ
_f x- 0 . 6 1—. 2
Avec AM| y—-4 |etAB|-3]|, vecteur quiest colinéairea —AB | —1].
z—(-1- 6 3 2
x-0 = 2u x = 2u
DoncM(x; y; z2) € (AB) «— y—4 = —u ouuelR. < y = 4-u ou €
z—(-1) = 2u z = -14+2u
R.
On pose u = t+ 1 et on obtient un autre systéme paramétrique :
X = 2t+2
M(x; y; 2) € (AB) < y = 3—-t outelR.
z = 2t+1
L'affirmation est Vraie.
Affirmation 3 : Puisque £ est orthogonal a la droite(AB) , le vecteur AB ou plus sim-
1—. 2
plement le vecteur —AB | —1 | est un vecteur normal au plan 2.
2

Onsait qu'alors M(x; y; 2) € P < 2x—y+2z+d=0avecd eR.

Comme C6; —-2; -1)eP «— 1242-2+d=0 < 12+d=0 < d=-12,0n
obtient finalement :

M(x;y; 2)€P < 2x—y+2z—12=0:laffirmation est Fausse.

X = 3+t x = 2t
2 y = 1+t oureR; 9 y = 4-t outreR
z = 2+t z = —1+2t
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Affirmation 4 : 2 et 2’ ne sont pas coplanaires.

1
La droite & contient le point D(3; 1; 2) et a pour vecteur directeur :i 1| et la droite
1
_ 2
2' contient le point E(0; 4; -1) et a pour vecteur directeur d’ [ -1 |.
2

Les vecteurs d et d' ne sont pas colinéaires donc les droites ne sont pas paralléles.

Si elles ont point commun les coordonnées de celui-ci vérifient les deux systémes
d’ot1 le nouveau systéme :

3+t = 2t t = 2r-3 of_3 = 3_¢
1+t = 4-7¢ =<t = 3-7¢ ${3—t’ - 340/
241 = -1+2¢ r = -3+2¢ B
3t = 6 t = 2
{6 _ 3y <=>{2 - etcomme t =3 -1 =3-2=1. Le systéme a une
solution.

Conclusion : les droites sont sécantes au point de coordonnées (4; 2; 3); elles sont
coplanaires : I'affirmation 4 est Fausse

-

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 11
Polynésie 19 juin 2024

A(2;1;-1), B(-1;2;1et C(5;0; -3).

On note £ le plan d’équation cartésienne : x +5y—2z+3 =0.

X = —t+3
On note 2 la droite de représentation paramétrique:{ y = t+2 ,teR.
z = 2t+1
Affirmation 1:
2 5
Ona OA| 1 |et OC| 0 |:cesvecteurs ne sont pas colinéaires donc les points O, A
-1 -3

et C ne sont pas ahgnes et définissent blen un plan

D’autre part: n - OA =2 +0-2=0et 7-0C=5+0-6= —1; conclusion le vecteur
n est orthogonal au vecteur OA du plan (OAC) mais n’est pas orthogonal au vecteur oC
de ce méme plan; il n’est donc pas normal au plan (OAC) : 'affirmation 1 est fausse.
Affirmation 2 :
On cherche la représentation paramétrique de (AB). Ona:
-3
M(x; y; 2) €(AB) < m = uﬁ, avec u € R. Comme ﬁ 1 | on obtient :

x-2 = -=-3u x = 2-3u
M(x; y; 2) € (AB) < y-1 = lu ,ueR < y = 1+ u ,uel.
z+1 = 2u z = —-1+42u
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Donc M(x; y; 2) € AB)NY < 1+u

2-3u = 3-t¢
= 2+t
-14+2u = 142t

La deuxieme équation donne u = ¢+ 1 et en remplacant u par ¢t + 1 dans les deux
autres on obtient le systéme :

u
2-3(t+1)
-1+2(1+¢) =

t+1 u = t+1
3-t — 2-3t-3 = 3-—¢
1+2¢ -1+2+2t = 1+2t

dout=-2etu=t+1=-2+1=-1.

En remplacant ¢ ou u dans 'une des équations paramétriques de (AB)

—

obtient le point commun de coordonnées (5; 0; -3), donc le point C.
Conclusion : I'affirmation 2 est vraie.

Affirmation 3 :

u
-4
1

= t+1
= 2t
=1

ou (D) on

Si un point M(x ; y; z) est commun a la droite & et au plan & ses coordonnées
vérifient 'équation paramétrique de & et I'équation cartésienne de &2, donc le systéme :
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X = —f+3
y = t+2
z = 2t+1
xX+5y-2z+3 = 0
D’ol1 en remplacant dans I'équation du plan x,y et z par leurs valeurs en fonction de

,LER,

—t+3+5(t+2)-22t+1)+3=0 < —-t+3+5t+10-4t—-2+3=0 < 0tr=-14
cette équation n’a pas de solution : & et &2 sont paralléles (strictement); 'affirmation 3
est vraie

Affirmation 4 :

-1+5 240 1-3 .
; ; 2 ,soitH(2; 1; —1).

)

» Le milieu H de [BC] a pour coordonnées H

2
3xg—yu—2z2p—-7=3x2-1-2x(-1)-7=0doncHe Q.
5-(-1) 6
« Le vecteur BC a pour coordonnées | 0-2 |=[-2].
-3-1 -4

3
Le plan Q a pour vecteur normal le vecteur 7 de coordonnées | -1 |.

-2

BC =27 donc le vecteur BC est normal au plan Q.
L'affirmation 4 est vraie.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L'EXERCICE 12
Polynésie 21 juin 2024

5 2
1. Ona AB| -1 |et AC| -2
-13 -10

Ces vecteurs ne sont pas colinéaires donc les points A, B et C sont distincts et non
alignés : ils définissent le plan &2 = (ABC).

2
Dans la suite, on considere le vecteur n | -3 |.
1

2. a Onan-AB=10+3-13=0et n-AB =4+6-10=0.
Le vecteur T{ orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC) est
normal a ce plan
b. On sait qu’alors:
M(x; y; 2)€(ABC) < 2x—-3y+1z+d=0,deR.

Par exemple A(-1; —1; 17) € (ABC) < -2+3+17+d =0 < d =-18,
donc

M(x; y; 2)€(ABC) < 2x-3y+z-18=0.
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x = 3t+2
d: y = t+5 ,avecteR.
z = 4t+1

a. On sait que les coordonnées d'un vecteur directeur d de d sont les coeffi-
3
cients de ¢, soit d | 1
4

b. Les coordonnées de E commun a d et au plan (ABC) vérifient les équations
paramétriques de d et I'équation cartésienne de (ABC) soit le systéme

X = 3t+2
y = t+5

R.
2 = ar+1 ,avec t €

2x-3y+1z-18 0
En remplagant x, y et z par leurs valeurs en fonction de ¢t dans la derniere
équation on obtient :
23t+2)-3(t+5)+4t+1-18=0 <= 61+4-3y—-15+4t+1-18=0 <—
7t—28=0 < 7t=28 < =4.
D’ot1 les coordonnées de E en remplacant ¢ par dans les équations de d :
E(14;9;17)

4. Ladroite A contient D et a pour vecteur directeur un vecteur normal au plan (ABC)
soit le vecteur n.

X = 2t+2
= -3t+5
Une équation de A est donc Jz/ - 41 ,avec teR.

2x-3y+1z-18 0
En résolvant le systeme obtenu en rajoutant I'équation de &2 permet d’obtenir ¢ =
2,douF(@®6; —1; 3).
Puisque la droite (DF) est perpendiculaire au plan 22, la distance DF est la (plus
courte) distance du point au plan 2.

4

Or DF | -6 , d’ ol ‘
2

On adonc DF = v4 x 14 = V4 x v/14 = 21/14 (en centaines de metres).

5. Laplus petite distance du point de lancer au plan (ABC) est égale a 2v/14 centaines
de metres : il faut donc calculer le temps mis a la vitesse de 18,6 m.s~! par un drone
pour effectuer ce parcoursde D a E

. d d DF 2y14x100
Onsaitquev=—,out=—=—=—"H9—
t v v 18,6

Conclusion : le drone n’arrivera pas a temps.

— |2
DF” —DF2=42 4 (—6)2+22 = 16+36+4 =56 =4 x 14.

~ 40,23 (secondes).

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 13
Polynésie 5 septembre 2024
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On considére un cube ABCDEFGH et 'es- E
pace est rapporté au repére orthonormal
(1; AB, AB, AF)

Pour tout réel m appartenant a 'intervalle
[0; 1], on considere les points K et L de coor-

données :

K(m;0;0 et LA-m;1;1).

1. Le point E a pour coordonnées (0; 0; 1).
Comme AC = AB + AD, le point C a pour coordonnées (1; 1; 0).

2. Dans cette question, m = 0. Ainsi, le point L (1; 1; 1) est confondu avec le point G,
le point K(0; 0; 0) est confondu avec le point A et le plan (LEK) est donc le plan
(GEA).

a.

* ABCD est un carré donc ses diagonales sont perpendiculaires, donc DB L
AC.

« Le vecteur AE est normal au plan (ABD) donc AE est orthogonal a tout
vecteur du plan (ABD), donc E 1 Eﬁ

e Lesvecteurs AE et AC ne sont pas colinéaires.

Le vecteur DB est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (GEA)
donc le vecteur DB est normal au plan (GEA).

On déduit de la question précédente que le plan (GEA) a une équation de la
formelxx+(-1)xy+0xz+d=0,s0itx—y+d=0.

Le plan (GEA) passe par le point A de coordonnées (0; 0; 0) donc0—-0+d =0
etdoncd =0.

Le plan (GEA) a donc pour équation x —y = 0.

On s’intéresse désormais a la nature de CKEL en fonction du parametre m.

3. Dans cette question, m est un réel quelconque de l'intervalle [0; 1].

a.

* K

. C

m 0 0-m -m

0 |etE|0|donc KE a pour coordonnées | 0—-0 =] O

0 1 1-0 1

1 1-m 1-m-1 -m
1|letL| 1 |doncCLa pour coordonnées | 1-1 ) =| 0 |
0 1 1-0 1

KE = CL donc CKEL est un parallélogramme.

m

0

1 1-m 1-m
b. K| 0 |etC| 1| donc KC apour coordonnées | 1-0 | = 1 |
0

0 0-0

KC-KE=x—»xxﬁ+yK—C»xyﬁ»+zK—C»xzﬁ=(1—m)><(—m)+1><0+0><(—1)=
m(m-—1)

KC

c. CKEL est un rectangle si, et seulement si, CKEL posséde un angle droit

si, et seulement si, K—C) 1 fé

si, et seulement si, KC-KE =0

si, et seulement si, m(m—-1)=0
si, et seulementsi, m=0oum=1
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4. Dans cette question, m =

N | =

1 1
Ainsi, L a pour coordonnées (5 ;1 1) et Ka pour coordonnées (5 ;05 O).

AT b4y (o

a. °* K|O|etL|1]doncKL apourcoordonnées|1-0|=]|1].
0 1 1-0 1
0 1 1-0 1
« E[0]etC|1|donc EC a pour coordonnées [ 1-0|={ 1

1 0 0-1 -1

e KL-EC=0x1+1x1+1x (1) =0donc KL L EC
Le parallélogramme CKEL a ses diagonales perpendiculaires donc c’est un

losange.
- 1 — — 1(1 1
b. -KC-KE:m(m—l);orm=—doncKC-KE=—(——1)=——
2 2\2 4

« KC-KE = KC x KE x cos (CKE)

. 1-m %
* KC a pour coordonnées 1 =11
0 0
2
Donc KC? = l) +1240% =2 donc KC = v5
2 4 2

_ ()
e KE apour coordonnées| 0 [=]| 0
1 1

1\2 5 5
DoncKEZ:(—E) +02+12=Z doncKE=§

Donc —i = Z x cos (CKE) et donc cos (CKE) = -z

On en déduit avec la calculatrice que CKE = 101,5°, soit CKE = 102°.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 14
Métropole Antilles-Guyane 11 septembre 2024

On considere un cube ABCDEFGH de coté 1.
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B

—» 3—»
Le point I est le milieu du segment [BD]. On définit le point L tel que IL =2 IG.
On se place dans le repére orthonormé (A ; AB, AD, AE).
1 1
1. a. D(@0;1;0),B(@1;0;0),I —;5;0 etG(1;1;1)
X1, — X1 xL—% xL—%
b. o IL a pour coordonnées -nl= % y _%
Z1,— X] Z1,— 0 21,
XG— X1 1- % %
* IG a pour coordonnées | yo—y1 | = 1—% = %
Z2G — 21 1-0 1
— 3— ¥=3 = 33 Xo= g+ X =g
IL:ZIG@ yL—%:%x% —> A J/L:%'f‘% — ,VL:%
a. = 3xl 2L =3 2 = 3

2. Soit & le plan d’équation cartésienne x+y—z—1=0.
* xp+ys—28—1=1+0-0-1=0doncBe 2.
* Xp+y¥p—2p—1=0+1-0-1=0doncD e .
* Xg+Ys—2c—1=1+1-1-1=0doncGe 2.

Donc le plan (BDG) a pour équation cartésienne x+y—z—1=0.

3. On considere la droite A perpendiculaire au plan (BDG) passant par L.

a. (BDG) apour équation x+ y—z—1=0, donc il a pour vecteur normal nl1
-1

La droite A est perpendiculaire au plan (BDG) donc elle a le vecteur 7 comme
vecteur directeur. Donc la droite A est 'ensemble des points M (x; y; z) tels

que LM =t n avec t € R.

_7 — _ 7
_ g = tx1 x =g+t
_ 7 _ _ 7 N
IM=tn < { y-g = txl < y =gttt oureR
3 _ _ _3_
z—3 = tx(-1) z=35-1
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13
b. Soit Kle point de coordonnées (O ;05 E)

* On regarde si les coordonnées de K vérifient la représentation paramé-

0 = f+1
trique de A, autrement dit on cherche s’il existeunréel t telque; { 0 = g +t

13 _ 3

ER

. 7 .
Leréel t = 3 convient donc K € A.

0 0

* AE apour coordonnées | 0 | et AK a pour coordonnées | 0 |.
1 13
8

Donc les vecteurs AT“S et ﬁ sont colinéaires donc K € (AE).
Les deux droites A et (AE) sont donc sécantes en K.
—_ 3 —_
c. e IL= 1 IG donc L€ (IG) donc L € (BDG).

e Ladroite A est perpendiculaire au plan (BDG) en L.

s KeA
Donc le point L est le projeté orthogonal du point K sur le plan (BDG).

13 7 7 3
4. a. Kapour coordonnées (O; 0; E) et L a pour coordonnées (§ ; 3 ; Z) Donc

o (7N (7 N (3 13\ (7)\* (7)F [ 7)* 49 49 49
KL*=|==0| +|==-0| +|=——=) =|=| +|=z| *|-=| =—=+=+=—=
8 8 4 8 8 8 8) 64 64 64
147

64
V147  7v3
donc KL = e = T\/—

T
b. On admet que le triangle DBG est équilatéral, donc chaque angle mesure 3

Le point I est le milieu de [BD] donc I est aussi le pied de la hauteur issue de

G dans le triangle DBG.
— . IG
Dans le triangle GIB rectangle en I, on a : sin (IBG) = et
BG est la diagonale du carré BCGF de coté 1, donc BG = v/2. De méme BD =
V2.
IG 3 1G 6
On adonc sin(z) = —,donc £ =—etdoncIG= £
3/ BG 2 V2 2
V6 v2xV2xy/3
BDxIG V2x3 Y23 /3
L'aire du triangle BDG vaut : = Z — 2 = £
2 2 2 2
c. Le tétraédre KDBG a pour base le triangle BDG et pour hauteur KL, donc son
1 3 7Vv3 7
volume vaut : — x aire(BDG) x KL= — x £ X —\/_ =
3 3 2 8 16

5. On désigne par a un réel appartenant a l'intervalle ]0 ; +oo[ et on note K, le point
de coordonnées (0; 0; a).

a. On exprime le volume 7, de la pyramide ABCDK, en fonction de a.

* Labase de la pyramide est le carré ABCD d’aire 1.

* Le point K, a pour coordonnées (0 ; 0; a) donc il appartient a la droite
(AE) et donc AK,, est la hauteur de la pyramide ABCDK,,.

* De facon évidente, AK, = a.
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1 a
Donc/7,==-xax1=—.
3 3

x= t
b. Onnote A, la droite de représentation paramétrique{ y = t/ out'e
z=-t'+a
R.
On appelle L, le point d’intersection de la droite A, avec le plan (BDG).
x =
. . R y =
Les coordonnées de L, vérifient le systeme ,
z = -t +a
X+y-z-1=0
! !/ / s / ! a+ 1
Onadonct' +t'—(-t'+a)-1=0s0it3t'=a+1donct = 3
, a+l , a+l , a+1 —-a-1+3a 2a-1
x=t=——;y=t=——etz=—-t'+a=- +a= =
3 3 3 3 3

)

. . a+1l a+1 2a-1
Donc les coordonnées du point L, sont 3 ; 3 ; 3 |

c. On cherche le volume du tétraedre GDBK,,.

, [a+1 2 (a+1 2 (2a-1 2
e K,L, = T_O +T_O + 3 4

(a+1)2
= +
3

a+1

DoncK,L;=———.
V3

¢ Le volume du tétraedre GDBK, est :

a+1)2 (—a—l)z (a+1)? (a+1)?
—+ :3)( =
3 3 9 3

1 1 a+1 3 a+l
— xK,L, x aire(GBD) = — x —— x £ =
3 3 V3 2 6
Le tétraédre GDBK, et la pyramide ABCDK, sont de méme volume si et seule-
.a+l a ca+1l  2a . .
ment si :§,301t 5 :?,sou a+1=2a,etdoncsia=1.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 15
Amérique du Sud 21 novembre 2024

Lobjectif de cet exercice est de déterminer la distance entre deux droites non copla-
naires.

1
Soit (d;) la droite passant par A(1; 2; —1) de vecteur directeur ;1) 2 | et (d») la droite
0
x = 0
dont une représentation paramétriqueest:{ y = 14+t ,teR.
z = 2+t
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1.

2.

4.

OnaM(x; y; z) € (d)) < ilexiste t' € R, tel que AM = t’;f —
x-1 1t x = 1+¢
y-2 2t teR<=< y = 2+2t' teR
z—(-1) = ot z = -1
On démontre que les droites (d;) et (d2) sont non coplanaires.
0
 (dy) a pour vecteur directeur le vecteur Z 1 | et ce vecteur n’est pas colinéaire
1

a Z :les droites (d,) et (d2) ne sont pas paralleles.

e (dy) et (do) sont sécantes s'il existe 7 et ¢’ deux réels tels que :

0 = 1+7 -1 =7

1+t = 1+t < <{ t =t :cesysttme n'apasde solution.

2+t = -1 tr = -3
Conclusion : les deux droites ne sont ni paralléles ni sécantes, elles sont donc non
coplanaires.

2

. Soit £ le plan passant par A et dirigé par les vecteurs non colinéaires u; et w | -1 |.

1
On va justifier qu'une équation cartésienne du plan & est: —2x+ y+5z+5=0.
Sl un pomt M(x; y; z) appartient au plan défini fini par le pomt A etles deux vecteurs
u1 et w, on sait que il existe « et B tels que : AM =a u; + ,B;/)
x—1 = la+2p X a+26+1
soit avec les coordonnées: { y—2 20-1 =< y 2a-B+2
z+1 Oa+1p z = pB-1

Or quels que soient a et
“2(@+2+1)+1R2a-B+2)+5(—-1)+5=-2a—-4B-2+2a—-F+2+5-5+5=0.
Donc une équation cartésienne du plan est -2x+1y+5z+5=0.

a. On avu que (d,) et (d2) ne sont pas coplanaires donc (d;) ne peut appartenir
au plan précédent et (d;) et (d2) ne sont pas paralléles donc la droite (d,) est
sécante au plan &2,

b. On note F le point d’intersection de la droite (d) et du plan 2.

Si F est commun a (d») et au plan &2 ses coordonnées vérifient le systéme :
x = 0
y = 1+¢
z = 2+t
—-2x+y+5z+5 0
tion :
—2x0+14+t+52+1)+5=0<= 14+t+10+5t+5=0 < 6f+16=0 <—

, d’'ol1 en remplacant dans la derniere équa-

8 5 2
= -3 d’ot1 en remplacant dans x, y, et z, on obtient F (0 ; 3 ; _5)

Soit (6) la droite passant par F et de vecteur directeur w. On admet que les

2 4
droites (6) et (d;) sont sécantes en un point E de coordonnées (— 3 ;= 3 ;- 1).

2

3
a. Des coordonnées du vecteur EF | —

[a—

on déduit que :

Wl

1
3
—_— — 2 2 —_— — 2 2
EF-u; ==—-=+0=0etEF-u, =0—-=+==0.
3 3 33
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Conclusion : EF est orthogonal aux vecteurs directeurs des deux droites (d;)
et (dy), E€ (dy) et F € (dy) donc EF est bien la distance entre les droites (d;) et

(dy).
2)\? 12 (1} 4 1 1 6
b. OnaEF? = —) +(——) + —) =t 4—=—
3 3 3 9 9 9 9
6 6
Conclusion : EF = 52\/?_

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 16
Amérique du Sud 22 novembre 2024

Lespace est muni d'un repere orthonormé (O ; 7, 7, 7(?))
On considere les trois points A(3; 0; 0), B(0; 2; 0) et C(0; 0; 2).

Partie 1 : Distance du point O au plan (ABC)

1. Soit le vecteur ;(2 ;35 3).

« Levecteur AB a pour coordonnées (—3;2; 0).
AB-71=-3x2+2x3+0x3=0donc AB L nn
¢ Levecteur A_(f a pour coordonnées (—3; 0; 2).
AC-71=-3x2+0x3+2x3=0donc AC L 7
Le vecteur T{ est donc orthogonal aux deux vecteurs ﬁ et E non colinéaires,
donc il est normal au plan (ABC).
2. Le plan (ABC) est'ensemble des points M de coordonnées (x; y; z) tels que AM L
n.
Le vecteur AM a pour coordonnées (x—3; y; z).
AML17 & AM-71=0 <> 2(x—-3)+3y+32=0 <> 2x+3y+3z2-6=0
Le plan (ABC) a donc pour équation cartésienne :

M(x;y; 22 ABC < 2x+3y+3z-6=0.

3. Ladroite d passant par O et de vecteur directeur 7 est’ensemble des points M de
coordonnées (x; y; z) tels que OM et n soient colinéaires, c’est-a-dire tels que
OM=t.nouteR.

x = 2t
Le vecteur OM a pour coordonnées (x;y;z).OrOM =t.n < { y = 3t
z = 3t
La droite d passant par O et de vecteur directeur n a donc pour représentation
x =2t
paramétrique:{ y = 3¢t (eR
z = 3t
Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 46

Lycée Frangais Saint Exupéry - Brazzaville (Congo



4. Onnote H le point d’intersection de la droite d et du plan (ABC).

x = 2t

. - R y = 3t

Les coordonnées de H vérifient le systéme Z = 3t
2x+3y+3z-6 =0

Onadonc:2(2t)+33t)+33t)—6=0,donc22t=6donc ¢ = o

) 6 9 9
Les coordonnées de Hsontdonc: | —; —; —|.
11 11 11

. Ladistance du point O au plan (ABC) est OH.

6) (9} (9)° 36+81+81 198 198 3v22
11 11 +ﬁ =———>—=—>doncOH=——=——.

OH2 =
( 112 112 11 11

Partie 2 : Démonstration de la propriété

1.

En prenant pour base le triangle OAB et pour hauteur OC, le volume du tétraedre
OC x aire(OAB)
OABC vaut —M@M—.

OA><OB_3><2_3
2 3
x 3

2
Le volume du tétraedre OABC est donc égal a 5 = 2.

OC =2 et aire(OAB) =

. En prenant pour base le triangle ABC et pour hauteur OH, le volume du tétraédre

3v22
3v22 x aire(ABC)
Ce volume vaut 2 et OH = TR donc2 = -1 3 .

6 6 _6x11 22
OH 3\1/12_2 3v22 V22

=/22.

On en déduit que : aire(ABC) =

. Soit la propriété : pour le tétraédre OABC, «le carré de I'aire du triangle ABC est

égal a la somme des carrés des aires des trois autres faces du tétraedre ».

e aire(OAB) = 3 donc (aire(OAB))2 =9

OAxOC 3x2
e aire(OAC) = Z = ; =3 donc (aire(OAC))%2 =9
. OBx0OC 2x2 . )
¢ aire(OBC) = > = > =2 donc (aire(OBQC))- =4

Donc (aire(OAB))? + (aire(OAC))? + (aire(OBC))2 =9+ 9+4 = 22.
Comme aire(OABC) = v/22, on a:

(aire(OABC))? = 22 = (aire(OAB))? + (aire(OAC))? + (aire(OBC))2.
La propriété est vérifiée.
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