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EXERCICE 1 Themes : fonction exponentielle, suites Métropole Antilles-Guyane 11 mai 2022

Dans le cadre d’un essai clinique on envisage deux protocoles de traitement d'une maladie.
Lobjectif de cet exercice est d’étudier, pour ces deux protocoles, I'’évolution de la quantité de
médicament présente dans le sang d'un patient en fonction du temps.

Les parties A et B sont indépendantes
Partie A : Etude du premier protocole

Le premier protocole consiste a faire absorber un médicament, sous forme de comprimé, au
patient.

On modélise la quantité de médicament présente dans le sang du patient, exprimée en mg,
par la fonction f définie sur l'intervalle [0; 10] par

f(t) — 3te—0,5f+1,

ol t désigne le temps, exprimé en heure, écoulé depuis la prise du comprimé.

1. a. Onadmet que la fonction f est dérivable sur I'intervalle [0; 10] et on note f’ sa fonc-
tion dérivée.
Montrer que, pour tout nombre réel ¢ de [0; 10], ona: f'(r) =3(-0,5¢+ 1)e~051+1
b. En déduire le tableau de variations de la fonction f sur I'intervalle [0; 10].
c. Selon cette modélisation, au bout de combien de temps la quantité de médicament
présente dans le sang du patient sera-t-elle maximale?
Quelle est alors cette quantité maximale?
2. a. Montrer que'équation f(¢) = 5 admet une unique solution sur I'intervalle [0; 2] notée
@, dont on donnera une valeur approchée 2 102 pres.
On admet que I'équation f(¢) = 5 admet une unique solution sur l'intervalle [2; 10],
notée f3, et qu'une valeur approchée de 8 a 1072 prés est 3,46.
b. On consideére que ce traitement est efficace lorsque la quantité de médicament pré-
sente dans le sang du patient est supérieure ou égale a 5 mg.

Déterminer, a la minute pres, la durée d’efficacité du médicament dans le cas de ce
protocole.

Partie B : Etude du deuxiéme protocole

Le deuxieme protocole consiste a injecter initialement au patient, par piqtre intraveineuse,
une dose de 2 mg de médicament puis a réinjecter toutes les heures une dose de 1,8 mg.

On suppose que le médicament se diffuse instantanément dans le sang et qu’il est ensuite
progressivement éliminé.

On estime que lorsqu’une heure s’est écoulée aprés une injection, la quantité de médicament
dans le sang a diminué de 30 % par rapport a la quantité présente immédiatement apres cette
injection.

On modélise cette situation a I'aide de la suite (u;,) ou, pour tout entier naturel n, u,, désigne
la quantité de médicament, exprimée en mg, présente dans le sang du patient immédiatement
apres I'injection de la n-iéeme heure. On a donc yg = 2.

1. Calculer, selon cette modélisation, la quantité u;, de médicament (en mg) présente dans le
sang du patient immédiatement apres I'injection de la premiére heure.

2. Justifier que, pour tout entier naturel n,ona: u,4+; =0,7u, +1,8.
3. a. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a: u, < ;41 <6.

b. En déduire que la suite (u,) est convergente. On note ¢ sa limite.

c. Déterminer la valeur de ¢. Interpréter cette valeur dans le contexte de |'exercice.
4. On considere la suite (v,) définie, pour tout entier naturel n, par v, = 6 — u,.

a. Montrer que la suite (v,,) est une suite géométrique de raison 0,7 dont on précisera le
premier terme.

b. Déterminer I'expression de v, en fonction de n, puis de u, en fonction de n.
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c. Avec ce protocole, on arréte les injections lorsque la quantité de médicament présente
dans le sang du patient est supérieure ou égale a 5,5 mg.
Déterminer, en détaillant les calculs, le nombre d’injections réalisées en appliquant
ce protocole.

EXERCICE 2 Thémes : fonctions numériques, fonction exponentielle 2022
Partie A : études de deux fonctions
On considere les deux fonctions f et g définies sur I'intervalle [0 ; +oo[ par :

f(x)=0,06(-x*+13,7x) et g(x)=(-0,15x+22)e"* 22

On admet que les fonctions f et g sont dérivables et on note f” et g’ leurs fonctions dérivées
respectives.

1. On donne le tableau de variations complet de la fonction f sur l'intervalle [0 ; +ool.

x__ [0 6,85 +00

f(6,85)
fx) / \
0 —00

a. Justifier la limite de f en +oo.

b. Justifier les variations de la fonction f.

c. Résoudre I'équation f(x) =0.

2. a. Déterminer lalimite de g en +oo.

b. Démontrer que, pour tout réel x appartenant a [0 ; +oo[ on a : g'(x) = (—0,03x +
0,29)e%%*,

c. Etudier les variations de la fonction g et dresser son tableau de variations sur [0 ; +ool.
Préciser une valeur approchée a 102 prés du maximum de g.

d. Montrer que 'équation g(x) = 0 admet une unique solution non nulle et déterminer,
41072 pres, une valeur approchée de cette solution.

Partie B : trajectoires d’'une balle de golf

Pour frapper la balle, un joueur de golf utilise un instrument appelé « club » de golf.

On souhaite exploiter les fonctions f et g étudiées en Partie A pour modéliser de deux fagons
différentes la trajectoire d’'une balle de golf. On suppose que le terrain est parfaitement plat.

On admettra ici que 13,7 est la valeur qui annule la fonction f et une approximation de la
valeur qui annule la fonction g.

On donne ci-dessous les représentations graphiques de f et g sur I'intervalle [0; 13,7].
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Pour x représentant la distance horizontale parcourue par la balle en dizaine de yards apres la
frappe, (avec 0 < x < 13,7), f(x) (ou g(x) selon le modéle) représente la hauteur correspondante
de la balle par rapport au sol, en dizaine de yards (1 yard correspond a environ 0,914 meétre).

On appelle «angle de décollage » de la balle, 'angle entre I'’axe des abscisses et la tangente a la
courbe (6 ou 6, selon le modele) en son point d’abscisse 0. Une mesure de I'angle de décollage
de la balle est un nombre réel d tel que tan(d) est égal au coefficient directeur de cette tangente.

De méme, on appelle « angle d’atterrissage » de la balle, 'angle entre I'axe des abscisses et
la tangente a la courbe (<€f ou 6y selon le modele) en son point d’abscisse 13,7. Une mesure
de I'angle d’atterrissage de la balle est un nombre réel a tel que tan(a) est égal a 'opposé du
coefficient directeur de cette tangente.

Tous les angles sont mesurés en degré.

Le schéma illustre les angles de dé- | Le schéma illustre les angles de décollage et d’at-
collage et d’atterrissage associés a la | terrissage associés a la courbe 6.
courbe €f
ey
d a d a
' 13,7 ! 13,7

1. Premiere modélisation : on rappelle qu’ici, I'unité étant la dizaine de yards, x représente la
distance horizontale parcourue par la balle apres la frappe et f(x) la hauteur correspon-
dante de la balle.

Selon ce modele :

a.
b.

C.

d.

Quelle est la hauteur maximale, en yard, atteinte par la balle au cours de sa trajectoire ?
Vérifier que f’(0) = 0,822.

Donner une mesure en degré de I’angle de décollage de la balle, arrondie au dixieme.
(On pourra éventuellement utiliser le tableau ci-dessous).

Quelle propriété graphique de la courbe € permet de justifier que les angles de dé-
collage et d’atterrissage de la balle sont égaux?

2. Seconde modélisation : on rappelle qu’ici, I'unité étant la dizaine de yards, x représente la
distance horizontale parcourue par la balle apres la frappe et g(x) la hauteur correspon-
dante de la balle.

Selon ce modele :

a.

b.

C.

Quelle est la hauteur maximale, en yard, atteinte par la balle au cours de sa trajectoire ?
On précise que g'(0) = 0,29 et g'(13,7) = —1,87.

Donner une mesure en degré de 'angle de décollage de la balle, arrondie au dixieme.
(On pourra éventuellement utiliser le tableau ci-dessous).

Justifier que 62 est une valeur approchée, arrondie a I'unité pres, d'une mesure en
degré de I'angle d’atterrissage de la balle.

Tableau : extrait d'une feuille de calcul donnant une mesure en degré d'un angle quand on
connait sa tangente :
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A B C D E F G H I J K L M
1 | tan(f) 0,815 0,814 0,817 0,818 0,819 0,82 | 0,821 0,822 0,823 0,824 0,825 0,826

gen | 39,18 39,21 39,25 39,28 39,32 39,35 39,39 39,42 39,45 39,49 39,52 39,56
de-
grés

1N

tan(f) 0,285 0,284 0,287 0,283 0,289 0,29 | 0,291 0,292 0,293 0,294 0,295 0,296

5| gen | 15,91 15,96 16,01 16,07 16,13 16,17 16,23 16,28 16,33 16,39 16,44 16,49
de-
grés

Partie C: interrogation des modéles

A partir d'un grand nombre d’observations des performances de joueurs professionnels, on a
obtenu les résultats moyens suivants :

Angle de décollage en Hauteur maximale en Angle d’atterrissage en Distance horizontale en
degré yard degré yard au point de chute
24 32 52 137

Quel modele, parmi les deux étudiés précédemment, semble le plus adapté pour décrire la
frappe de la balle par un joueur professionnel? La réponse sera justifiée.

EXERCICE 3 Theémes : Fonction logarithme Centres Etrangers 11 mai 2022

Cet exercice est un questionnaire d choix multiples. Pour chacune des questions suivantes, une
seule des quatre réponses proposées est exacte. Les six questions sont indépendantes.

Une réponse incorrecte, une réponse multiple ou l'absence de réponse a une question ne rap-
porte ni n'enleve de point. Pour répondre, indiquer sur la copie le numéro de la question et la lettre
de la réponse choisie.

Aucune justification n'est demandée.

1. On considére la fonction f définie pour tout réel x par f(x) =In (1 +x?).
Sur R, I'équation f(x) =2022

a. n‘admet aucune solution. b. admet exactement une solution.
c. admet exactement deux solutions. d. admet une infinité de solutions.

2. Soit la fonction g définie pour tout réel x strictement positif par :
g(x) = xIn(x) — X2
On note 6, sa courbe représentative dans un repere du plan.
a. Lafonction g est convexe sur ]0; +oo[. b. Lafonction g est concave sur ]0; +ool.

c. La courbe 6; admet exactement un d. La courbe 6 admet exactement deux
point d’inflexion sur ]0; +ool. points d’inflexion sur ]0 ; +ool.

Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 6
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3. On considere la fonction f définiesur]—1; 1[ par

fx)=

1-—x2

Une primitive de la fonction f estla fonction g définie sur I'intervalle ] —1; 1[ par:

1 1+x?
a. gx)=—=In(1-x2 b. g(x)=——
g0 =—5In(1-x%) S ey
x? x?
c. gly)=——- d g= 7ln(l - x?)

3

4. Lafonction x — In(—x* — x + 6) est définie sur

a. 1-3;2[ b. 1-o0; 6]
c. 10; +oof d. 12; +oof

5. On considere la fonction f définie sur 10,5 ; +oo[ par
f(x)=x*-4x+3In@2x-1)
Une équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse 1 est :

a. y=4x-7 b. y=2x-4
c. y=-3(x-1)+4 d. y=2x-1

6. Lensemble S des solutions dans R de I'inéquation In(x + 3) < 2In(x + 1) est :

a. S=]—o00; -2[U]l; +oo[ b. S=]1; +oo[
c. S=9¢ d. S=1-1;1[
EXERCICE 4 Themes : Fonction exponentielle et suite  Centres Etrangers 11 mai 2022
PartieA:

Soit & la fonction définie sur R par
h(ix)=e*—x

1. Déterminer les limites de & en —oo et +oo.
2. Etudier les variations de & et dresser son tableau de variation.

3. En déduire que :
si a et b sont deux réels tels que 0 < a < b alors h(a) — h(b) <0.
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Partie B :

Soit f la fonction définie sur R par

flx)=¢*

On note € sa courbe représentative dans un repere (O | )

1. Déterminer une équation de la tangente T a 6 au point d’abscisse 0.

Dans la suite de I'exercice on s'intéresse a I'écart entre T et € au voisinage de 0.
Cet écart est défini comme la différence des ordonnées des points de T et 6y de méme abs-
cisse.

. . . 1 .
On s’intéresse aux points d’abscisse —, avec n entier naturel non nul.

n
On considere alors la suite (u,,) définie pour tout entier naturel non nul » par :

()3
Up=exp|—|[-—-1
n n
2. Déterminer la limite de la suite (u;,).

3. a. Démontrer que, pour tout entier naturel non nul ,

(3]

1

Upy1—Up=h
n+1

ol h est la fonction définie a la partie A.
b. En déduire le sens de variation de la suite (u).

4. Le tableau ci-dessous donne des valeurs approchées 2 10~ des premiers termes de la suite
(un).

Un
0,718281828
0,148721271
0,062279092
0,034025417
0,021402758
0,014693746
0,010707852
0,008148453
0,006407958
0,005170918

(<<} No-JELNE N>} O | I ROUH I NN Bl B}

p—
=]

Donner la plus petite valeur de I'entier naturel n pour laquelle I'écart entre T et €y semble
étre inférieur a 1072,

EXERCICE 5 Themes : fonction exponentielle Centres Etrangers 12 mai 2022

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples. Pour chacune des questions suivantes, une
seule des quatre réponses proposées est exacte.

Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 8
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Une réponse incorrecte, une réponse multiple ou l'absence de réponse a une question ne rap-
porte ni n'enleve de point. Pour répondre, indiquer sur la copie le numéro de la question et la lettre
de la réponse choisie.

Aucune justification n'est demandée.

1. Soit f la fonction définie sur R par
X
fx)= e_x

On suppose que f est dérivable sur R et on note f’ sa fonction dérivée.

a. fl(x)=e* b. f'(x)=xe™*
c. fllx)=1-xe™~* d. fllx)=0+x)e™”*

2. Soit f une fonction deux fois dérivable sur l'intervalle [-3 ; 1]. On donne ci-dessous la
représentation graphique de sa fonction dérivée seconde f”.

4
[\

w

A8}

[

P

ol /
/

2
J

On peut alors affirmer que :

a. La fonction f est convexe sur l'inter- b. La fonction f est concave sur l'inter-

valle [-1; 1] valle [-2; 0]
c. La fonction f’ est décroissante sur I'in- d. Lafonction f’ admet un maximum en
tervalle [-2; 0] x=-1

3. On considere la fonction f définie sur R par :

2
flx)=x%e™"
Si F est une primitive de f sur R,

2 2

1 1
a. F(x) = 5 (B+1)e b. F(x) = —Zx4e‘x
1
c. F(x)= -3 (x?+1) e d. F(x)=x*(3-2x?) e
4. Que vaut:
e’ +1
im
x—+oo ¥ —1
a. -1 b. 1
c. +oo d. n’existe pas

5. On considere la fonction f définie sur R par f(x) = e***!,
La seule primitive F sur R de la fonction f telle que F(0) =1 est la fonction :

Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 9
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a. x— 2e2**1 _2e+1 b. x— 2e***1 _¢

1 1
c. x— —e*tl_—e+1 d. x—e¥ X
2 2
6.
y
Dans un repere, on a tracé ci-contre la 1
courbe représentative d'une fonction f // ~—
définie et deux fois dérivable sur [-2 ; 4] Yol
/ 1
Parmi les courbes suivantes, laquelle représente la fonction f”, dérivée seconde de f?
y y
1 1
l o l x
a b.

! \ /

\ N //

o 6 N

l o l o
c d.
EXERCICE 6 Theémes : fonction logarithme et suite  Centres Etrangers 12 mai 2022

Soit f la fonction définie sur I'intervalle ]0 ; +oo[ par
f(x)=xIn(x)+1
On note € sa courbe représentative dans un repere du plan.

1. Déterminer la limite de la fonction f en 0 ainsi que sa limite en +oo.

2. a. Onadmet que f est dérivable sur ]0; +oo[ et on notera f’ sa fonction dérivée.
Montrer que pour tout réel x strictement positif :

f'(x)=1+In(x).

Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 10
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b. En déduire le tableau de variation de la fonction f sur ]0; +oo[. On y fera figurer la
valeur exacte de 'extremum de f sur ]0; +ool et les limites.

Justifier que pour tout x €]0; 1[, f(x) €]0; 1[.
Déterminer une équation de la tangente (T) a la courbe 6 au point d’abscisse 1.

Ftudier la convexité de la fonction fsur]0; +ool.

e F o0

En déduire que pour tout réel x strictement positif :

fx)=x

4. On définit la suite (u;) par son premier terme uy élément de I'intervalle ]0; 1[ et pour tout
entier naturel n :

Un+1 = f (un)
a. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n,ona: 0 < u, <1.
b. Déduire de la question 3. c. la croissance de la suite (uy,).

c. En déduire que la suite (1) est convergente.

EXERCICE 7 Theémes : Etude de fonctions. Fonction logarithme  Asie 17 mai 2022

Soit f une fonction définie et dérivable sur R. On considere les points A(1; 3) et B(3; 5).
On donne ci-dessous 6 la courbe représentative de f dans un repere orthogonal du plan,
ainsi que la tangente (AB) a la courbe 6 au point A.

\‘\ \ 7 - o
Cr TN L~
\

/

AN
A\
AN

w

P
Y

/
Les trois parties de I'exercice peuvent étre traitées de maniere indépendante.
Partie A

1. Déterminer graphiquement les valeurs de f(1) et f'(1).
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2. Lafonction f est définie par I'expression f(x) =1n (ax2 +1)+b, ol a et b sont des nombres
réels positifs.

a. Déterminer 'expression de f’(x).

b. Déterminer les valeurs de a et b al’aide des résultats précédents.

Partie B

On admet que la fonction f est définie sur R par

f()=In(x*+1)+3-In().

1. Montrer que f est une fonction paire.
2. Déterminer les limites de f en +oo et en —co.

3. Déterminer I'expression de f’(x).
Etudier le sens de variation de la fonction f sur R.
Dresser le tableau des variations de f eny faisant figurer la valeur exacte du minimum ainsi
que les limites de f en —oo et +o0.

4. ATaide du tableau des variations de f, donner les valeurs du réel k pour lesquelles I'équa-
tion f(x) = k admet deux solutions.

5. Résoudre I'équation f(x) =3 +In2.

Partie C

On rappelle que la fonction f est définie sur R par f(x) =In (x2 +1)+3-In(2).

1. Conjecturer, par lecture graphique, les abscisses des éventuels points d’inflexion de la courbe
6F.

2(1-x?)

(x2+1)*

3. En déduire le plus grand intervalle sur lequel la fonction f est convexe.

2. Montrer que, pour tout nombre réel x, ona: " (x) =

Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 12
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ANNEXE a rendre avec la copie
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EXERCICE 8 Theémes : Etude des fonctions. Fonction logarithme Asie 18 mai 2022
Partie A
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Dans le repere orthonormé ci-dessus, sont tracées les courbes représentatives d'une fonction
f et de sa fonction dérivée, notée f’, toutes deux définies sur 13 ; +ool.

1. Associer a chaque courbe la fonction qu’elle représente. Justifier.

2. Déterminer graphiquement la ou les solutions éventuelles de 'équation f(x) = 3.

3. Indiquer, par lecture graphique, la convexité de la fonction f.

Partie B

1. Justifier que la quantité In (x? —x—6) est bien définie pour les valeurs x de l'intervalle
13; +ool, que 'on nommera I dans la suite.

2. On admet que la fonction f de la Partie A est définie par f(x) =1n (x2 —x—6)surl.
Calculer les limites de la fonction f aux deux bornes de l'intervalle I.

En déduire une équation d’'une asymptote a la courbe représentative de la fonction f sur I.

3. a.
b.

. Justifier que f"(x) =

Calculer f’(x) pour tout x appartenant a I.
Etudier le sens de variation de la fonction f sur 1.

Dresser le tableau des variations de la fonction f en y faisant figurer les limites aux
bornes de I.

. Justifier que 'équation f(x) = 3 admet une unique solution « sur l'intervalle |5; 6].

. Déterminer, 4 I'aide de la calculatrice, un encadrement de & a 1072 pres.

—2x%+2x-13
(x2—x—6)°

Etudier la convexité de la fonction f sur I.

EXERCICE 9 Theémes : Suites; Fonctions, Fonction exponentielle Centres Etrangers G1 18 mai 2022
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Partie A

On considére la fonction f définie pour tout réel x par:

f0)=1+x—e"*2

On admet que la fonction f est dérivable sur R. On note f’ sa dérivée.

. Démontrer que, pour tout réel x non nul, f(x) =1+0,5x (2 -

Déterminer la limite de la fonction f en —oo.
0,5x

x e‘z).
)

En déduire la limite de la fonction f en +oo.

. Déterminer f'(x) pour tout réel x.
. Démontrer que 'ensemble des solutions de I'inéquation f’(x) <0 est I'intervalle

14 +21In(2) ; +ool.

3. Déduire des questions précédentes le tableau de variation de la fonction f sur R. On fera
figurer la valeur exacte de 'image de 4 +21In(2) par f.

4. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution sur l'intervalle [-1; 0].

Partie B

On considere la suite (u,,) définie par 1y = 0 et, pour tout entier naturel n, u,4+1 = f (1) ou
f estla fonction définie a la partie A.

1. a.

b.
2. a.

b.

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, ona:

Up < Up+1 < 4.

En déduire que la suite (u,) converge. On notera ¢ la limite.

On rappelle que f vérifie la relation ¢ = f ().
Démontrer que ¢ = 4.

def valeur (a)
u=20

:1s . L. n=20
On considere la fonction valeur écrite .
while u < a:

ci-contre dans le langage Python : u=l + u - exp(0.5%u - 2)
n = n+l
returnn

Linstruction valeur(3.99) renvoie la valeur 12.
Interpréter ce résultat dans le contexte de I'exercice.

EXERCICE 10 Themes : Fonctions, Fonction exponentielle, Fonction logarithme; Suites ~ Centres
Etrangers G1 19 mai 2022

Partie A
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On considere la fonction f définie pour tout réel x de 10; 1] par :

f(x)=e " +In(x).

1. Calculer la limite de f en 0.
2. On admet que f est dérivable sur ]0; 1]. On note f’ sa fonction dérivée.
Démontrer que, pour tout réel x appartenant a]0; 1], ona:

xe ¥

1_
! —
fx)= P

3. Justifier que, pour tout réel x appartenant a]0; 1], ona xe™* < 1.
En déduire le tableau de variation de f sur ]0; 1].

4. Démontrer qu’il existe un unique réel ¢ appartenant a ]0; 1] tel que f(£) = 0.

Partie B

1. On définit deux suites (ay) et (by,) par :

_bn

—an

ap+1 = €
bn+1

1
{ do = E et, pour tout entier naturel n,{

by = 1

|
(¢

a. Calculer a; et b;. On donnera des valeurs approchées a 102 prés.

b. On considére ci-dessous la fonction termes, écrite en langage Python.

def termes (n)

a=1/10

b=1

for k in range(0,n)
c= ...
b= ...
a=c

return(a,b)

Recopier et compléter sans justifier le cadre ci-dessus de telle sorte que la fonction
termes calcule les termes des suites (ay) et (by,).
2. On rappelle que la fonction x— e™* est décroissante sur R.

a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, ona:

O<ap<ap <bpy1<bp<1

b. En déduire que les suites (a,) et (b,) sont convergentes.

3. On note Alalimite de (a;,) et B la limite de (b;,).
On admet que A et B appartiennent a l'intervalle ]0; 1], etque A=e B et B=e"%.

a. Démontrer que f(A4) =0.
b. Déterminer A — B.

EXERCICE 11 Themes : fonction exponentielle Amérique du nord 18 mai 2022
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Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse. Justifier chaque
réponse.

1-e* 2

1. Affirmation 1 : Pour toutréel x:1— = .
1+e* 1+e™*

X

2. On considere la fonctiong définie sur R par g(x) = — ok
e

1
Affirmation 2: L'équation g(x) = 3 admet une unique solution dans R.

3. On considere la fonction f définie sur R par f(x) = x’e™* et on note € sa courbe dans un

repére orthonormé.
Affirmation 3 : Laxe des abscisses est tangent a la courbe % en un seul point.

4. On considere la fonction h définie sur R par h(x) = e* (1 - xz).

Affirmation 4 : Dans le plan muni d'un repére orthonormé, la courbe représentative de la

fonction h n’admet pas de point d’inflexion.
X

5. Affirmation5: lim =0
x—+oo eX + x

6. Affirmation 6 : Pour tout réel x, 1 + e2* > 2¢*.

EXERCICE 12 Themes : fonctions, fonction exponentielle  Amérique du nord 19 mai 2022

Partie A

Soit p la fonction définie sur l'intervalle [-3 ; 4] par :

px) = X -3x2+5x+1
1. Déterminer les variations de la fonction p sur 'intervalle [-3 ; 4].

2. Justifier que I'équation p(x) = 0 admet dans l'intervalle [-3 ; 4] une unique solution qui
sera notée a.

3. Déterminer une valeur approchée du réel a au dixiéme pres.

4. Donner le tableau de signes de la fonction p sur l'intervalle [-3 ; 4].

Partie B

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [-3 ; 4] par :

ex
f0=1

On note € sa courbe représentative dans un repere orthogonal.

1. a. Déterminer la dérivée de la fonction f sur I'intervalle [-3 ; 4].

b. Justifier que la courbe €y admet une tangente horizontale au point d’abscisse 1.

Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 17
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2. Les concepteurs d’un toboggan utilisent la courbe 6y comme profil d'un toboggan. Ils es-
timent que le toboggan assure de bonnes sensations si le profil possede au moins deux
points d’inflexion.

4
4

w

-

4 -3 2 -1 0 1 2 3 4
Représentation de la courbe 6 Vue de profil du toboggan

a. D’apres le graphique ci-dessus, le toboggan semble-t-il assurer de bonnes sensations ?
Argumenter.

b. On admet que la fonction f”, dérivée seconde de la fonction f, a pour expression
pour tout réel x de l'intervalle [-3; 4] :

p(x)(x—1)e*
(1+x2)°
ol p est la fonction définie dans la partie A.

En utilisant I'expression précédente de f”, répondre a la question : «le toboggan
assure-t-il de bonnes sensations ? ». Justifier.

f"(x) —

EXERCICE 13 Themes : fonction logarithme Polynésie 30 aotit 2022

Partie 1

Soit g la fonction définie pour tout nombre réel x de I'intervalle |0 ; +oo[ par :

(x)_21nx
4 =T

1. On note g’ la dérivée de g. Démontrer que pour tout réel x strictement positif :

, 2-2lnx
s0="2

2. On dispose de ce tableau de variations de la fonction g sur I'intervalle ]0; +oo[ :

X 0 1 e +00
2
e
Variations 0/
deg /
—00 0
Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 18
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Justifier les informations suivantes lues dans ce tableau :

2
a. lavaleur —;
e
b. les variations de la fonction g sur son ensemble de définition;

c. les limites de la fonction g aux bornes de son ensemble de définition.

3. En déduire le tableau de signes de la fonction g sur I'intervalle ]0; +ool.

Partie 2

Soit f la fonction définie sur I'intervalle 10 ; +ool par

f(x) = [In()2.

Dans cette partie, chaque étude est effectuée sur I'intervalle ]0 ; +ool.

1. Démontrer que sur I'intervalle 10 ; +ool, la fonction f est une primitive de la fonction g.
2. Al'aide de la partie 1, étudier :
a. la convexité de la fonction f;
b. les variations de la fonction f.
3. a. Donner une équation de la tangente a la courbe représentative de la fonction f au
point d’abscisse e.

b. En déduire que, pour tout réel x dans]0; e] :

In(x))? > %x— 1.

EXERCICE 14 Themes : fonctions logarithmes et exponentielles, suites Métropole 8 septembre
2022

Partie A

On considere la fonction f définie sur l'intervalle [1; +ool par

Inx
fx)= T,
ol In désigne la fonction logarithme népérien.

1. Donner la limite de la fonction f en +oo.
2. On admet que la fonction f est dérivable sur I'intervalle [1 ; +oo[ et on note f’ sa fonction
dérivée.
a. Montrer que, pour tout nombre réel x > 1, f'(x) = l_xl%
b. Justifier le tableau de signes suivant, donnant le signe de f’(x) suivant les valeurs de

X.

X 1 e +00
f(x) + 0 -
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c. Dresser le tableau de variations complet de la fonction f.
3. Soit k un nombre réel positif ou nul.
1
a. Montrer que, si 0 < k < —, I'équation f(x) = k admet une unique solution sur l'inter-
e
valle [1; e].
1
b. Si k> —,'équation f(x) = k admet-elle des solutions sur I'intervalle [1 ; +oco[?
e

Justifier.

Partie B

Soit g la fonction définie sur R par:

glx) = el
On considere la suite (u;,) définie par 1 =1 et, pour tout entier naturel 7 :

Un s g
Up+1 =€4 Cest-a-dire: uy.1 = g (uy).

1. Justifier que la fonction g est croissante sur R.
2. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona: u, < Uy <e.
3. En déduire que la suite () est convergente.

On note ¢ la limite de la suite (u,) et on admet que f est solution de I'équation :

Bl

e+ =X.

1
4. En déduire que ¢ est solution de 'équation f(x) = 7 ol f est la fonction étudiée dans la
partie A.

5. Donner une valeur approchée a2 102 prés de la limite ¢ de la suite (u,,).

EXERCICE 15 Themes : fonction logarithme, suites Métropole 9 septembre 2022

Les parties B et C sont indépendantes

On considére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par

f)=x—-xInx,

ol In désigne la fonction logarithme népérien.

Partie A

1. Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers 0.
2. Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers +oo.
3. On admet que la fonction f est dérivable sur ]0 ; +ool et on note f’ sa fonction dérivée.
a. Démontrer que, pour tout réel x>0,ona: f'(x) = —Inx.
b. En déduire les variations de la fonction f sur ]0; +oo[ et dresser son tableau de varia-

tions.
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4. Résoudre I'équation f(x) = xsur]0; +ool.

Partie B

Dans cette partie, on pourra utiliser avec profit certains résultats de la partie A.
On considere la suite (u,,) définie par:

Ug = 0,5
Up+1 Un — upInu, pour tout entier naturel n,

Ainsi, pour tout entier naturel n, ona: u,+1 = f (un).

1. On rappelle que la fonction f est croissante sur 'intervalle [0,5; 1].
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,on a: 0,5 < u, < up+1 < 1.

2. a. Montrer que la suite (i) est convergente.
b. On note ¢ la limite de la suite (u;). Déterminer la valeur de ¢.

Partie C

Pour un nombre réel k quelconque, on considere la fonction fi définie sur 10 ; +oo[ par:
fr(x) =kx—xInx.

1. Pour tout nombre réel k, montrer que f; admet un maximum y;. atteint en x; = ef~1,

2. Vérifier que, pour tout nombre réel k, on a: x; = yi.

EXERCICE 16 Themes : fonctions, fonction logarithme ~ Amérique du Sud 26 septembre 2022

Soit g la fonction définie sur l'intervalle ]0 ; +ool par

g(x) =1+ x*[1-2In(x)].
La fonction g est dérivable sur I'intervalle ]0 ; +ool et on note g’ sa fonction dérivée.
On appelle € la courbe représentative de la fonction g dans un repére orthonormé du plan.

PARTIEA

1. Justifier que g(e) est strictement négatif.
2. Justifier que xleroo g(x) = —o0.
3. a. Montrer que, pour tout x appartenant a l'intervalle |0 ; +ool, g'(x) = —4xIn(x).

. Etudier le sens de variation de la fonction g sur l'intervalle ]0 ; +oo[

=2

. Montrer que 'équation g(x) = 0 admet une unique solution, notée a, sur 'intervalle

o

[1; +ool.
d. Donner un encadrement de a d’amplitude 1072
4. Déduire de ce qui précede le signe de la fonction g sur I'intervalle [1 ; +ool.

PARTIE B
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1. On admet que, pour tout x appartenant a l'intervalle [1; a], g’ (x) = —4[In(x) + 1].
Justifier que la fonction g est concave sur l'intervalle [1; a].

A

2. Sur la figure ci-contre, A et B sont les
points de la courbe ¥ d’abscisses res-
pectives 1 et a. 9

a. Déterminer I'équation réduite de €
la droite (AB).

b. En déduire que pour tout réel x

appartenant a l'intervalle [1 ; a],
-2 2a

X+ —. B

a—1 a-1 0

gx) =

Y

EXERCICE 17 Themes : fonctions, fonction logarithme ~ Amérique du Sud 27 septembre 2022

Le but de cet exercice est d’étudier la fonction f, définie sur 10 ; +ool ,par:

f(x) =3x—xIn(x) —2In(x).

PARTIE A : Etude d’une fonction auxiliaire g

Soit g la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par

g(x)=2(x-1)—xIn(x).

On note g’ la fonction dérivée de g. On admet que xlirP g(x) = —o0.
—+00

1. Calculer g(1) et g(e).
2. Déterminer lim0 g(x) en justifiant votre démarche.
X—+
3. Montrer que, pour tout x >0, g’ (x) =1-In(x).
En déduire le tableau des variations de g sur ]0; +ool.

4. Montrer que I'équation g(x) = 0 admet exactement deux solutions distinctes sur ]0 ; oo :
1 et @ avec a appartenant a 'intervalle [e; +ocol.

On donnera un encadrement de a a 0,01 pres.

5. En déduire le tableau de signes de g sur 10 ; +ool.

PARTIE B : Etude de la fonction f

On consideére dans cette partie la fonction f, définie sur 10 ; +oo[,par

f(x) =3x—xIn(x) —2In(x).

On note [’ la fonction dérivée de f.
La représentation graphique 6 de cette fonction f est donnée dans le repere (O A | ) ci-
dessous. On admet que : lin}) f(x) = +o0.
X—
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1. Déterminer la limite de f en +oo en justifiant votre démarche.

2.  a. Justifier que pour tout x>0, f'(x)= @
X

b. En déduire le tableau des variations de f sur]0; +ool.

3. On admet que, pour tout x > 0, la dérivée seconde de f, notée f”, est définie par f"(x) =
2—x
- x2 .
Etudier la convexité de f et préciser les coordonnées du point d’inflexion de €.

EXERCICE 18 Themes : fonctions, fonction logarithme; convexité Nouvelle-Calédonie 26 octobre
2022

On considere la fonction f définie sur I'intervalle ]0 ; +oo[ par

f(x) = x* —6x+4In(x).

On admet que la fonction f est deux fois dérivable sur l'intervalle ]0 ; +ool.
On note f’ sa dérivée et f" sa dérivée seconde.
On note € la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthogonal.

1. a. Déterminer lin}) f(x).
X—
Interpréter graphiquement ce résultat.

b. Déterminer lim f(x).
X—+00

2. a. Déterminer f’(x) pour tout réel x appartenant a10 ; +ool.
b. Ftudier le signe de f'(x) sur I'intervalle ]0 ; +ool.
En déduire le tableau de variations de f.
3. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution dans l'intervalle [4; 5].

4. On admet que, pour tout xde ]0; +oo[,ona:

" 2x% -4
)= =z
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a. Ftudier la convexité de la fonction fsur]0; +ool.
On précisera les valeurs exactes des coordonnées des éventuels points d’inflexion de
Er.

b. On note A le point de coordonnées (v2; f(v2)).
Soit f unréel strictement positif tel que ¢ # V2. Soit M le point de coordonnées (¢; f(1)).

En utilisant la question 4. a, indiquer, selon la valeur de t, les positions relatives du
segment [AM] et de la courbe <€f.

EXERCICE 19 Themes : fonctions, fonction logarithme Nouvelle-Calédonie 27 octobre 2022

Soit f la fonction définie sur l'intervalle ]0 ; +ool par :

f)=xIn(x)—x-2.

On admet que la fonction f est deux fois dérivable sur 10 ; +ool.
On note f' sa dérivée, f” sa dérivée seconde et € sa courbe représentative dans un repére.

1. a. Démontrer que, pour tout x appartenant 410 ; +oo[, ona f'(x) = In(x).
b. Déterminer une équation de la tangente T a la courbe 6 au point d’abscisse x =e.
c. Justifier que la fonction f est convexe sur 'intervalle 10 ; +ool.
d. En déduire la position relative de la courbe € et de la tangente T.

2. a. Calculer lalimite de la fonction f en 0.

b. Démontrer que la limite de la fonction f en +oo est égale a +oo.

. Dresser le tableau de variations de la fonction f sur I'intervalle 10 ; +ool.

- W

a. Démontrer quel’équation f (x) = 0 admet une unique solution dans 'intervalle ]0; +ool.
On note «a cette solution.

b. Justifier que le réel a appartient a I'intervalle 14,3; 4,4].
c. En déduire le signe de la fonction f sur l'intervalle ]0 ; +ool.

5. On considere la fonction seuil suivante écrite dans le langage Python :
On rappelle que la fonction 1log du module math (que I'on suppose importé) désigne la
fonction logarithme népérien In.

def seuil(pas)
x=4.3
while x*log (x) - x - 2 < O:
x=x+pas
return x

Quelle est la valeur renvoyée a I'appel de la fonction seuil (0.01) ?
Interpréter ce résultat dans le contexte de I'exercice.
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ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 1
Métropole Antilles-Guyane 11 mai 2022

Partie A

1.

a. Lafonction f est continue et dérivable sur [0; 10]. En utilisant les regles de dérivation
d’un produit, on obtient :
(1) =3e 0% + 31 x —0,5e 0% = e 705+ (4 _3(0,5¢+1)) = (1,5t +3) e "O5*!
Donc Vte [0; 10], f'(£) =3(=0,5¢+1)e ~057+1

b. Yte[0; 10], e “>%*1 > 0 donc f'(t) ale méme signe que —0,5¢ + 1.
-0,5t+1>20 < x<2.
Dans le tableau: £(0) =0, f(2) =6e® =6 et £(10) =30e "' =30e ~*.
D’ot1 le tableau de variation de f :

X 0 2 10
() + 0 -
6
0 30e™

c. Le maximum de la fonction f est atteint pour ¢ = 2, et f(2) = 6. La dose maximale de
6 mg sera atteinte au bout de 2 heures.

a. Sur l'intervalle [0 ; 2], la fonction f est continue et strictement croissante a valeurs
dans [0 ; 6]. Or 5 € [0 ; 6], donc d’apres le corollaire du TVI (théoreme des valeurs
intermédiaires), 'équation f(¢) =5 admet une unique solution, notée a, dans l'inter-
valle [0; 2].

A la calculatrice, a = 1,02.

b. D’aprésle tableau de variations, f(f) > 5 < t€[a; Bl. Deplus f—a = 2,44 (heures).

Donc le traitement sera efficace pendant 2,44 heures soit environ 146 minutes.

Partie A

1.

3.

Au bout d'une heure, la quantité de médicament dans le sang diminue de 30 %, donc il en
reste 70 %. Puis on en injecte a nouveau 1,8 mg. Sachant que uy =2, alors u; =0,70x2+1,8 =
3,2. Au bout d'une heure, la quantité de médicament dans le sang sera de 3,2 mg.

. Soi n € N. u, désigne la quantité de médicament dans le sang au bout de n heures. Une

heure plus tard, il ne restera que 70 % de la quantité précédente (70 % de u;), puis on en
ajoute 1,8 mg par injection.
DoncVneN, uy+1 =0,7%x u, +1,8.
a. Montrons par récurrence que VneN, u, < U+ <6.
Initialisation : up = 2 et u; = 3,2. Donc uy < u; < 6. Linitialisation est vérifiée.
Hérédité : on suppose que si n €N, alors uy, < up+1 <6.
Montrons que u;+1 < Up+2 <6.
Up S Upt1 <6 <= 0,7x Uy <0,7%xUpt1 <0,7%x6 < 0,7u;,; <0,7uy+1 <4,2
donc 0,7u, +1,8 <0,7up+1 +1,8<4,2+1,8 < 0,7u, +1,8 <0,7u,+1 +1,8 <6.
Donc u;,41 < U2 < 6. Lhérédité est démontrée.
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Conclusion : La proposition est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n, elle I'est
aussi aurang n+ 1.

D’apres 'axiome de récurrence, Vn e N, u, < Uy <6.
b. Nous venons de montrer que Vn €N, u, < u,4+1 < 6. Cela signifie que la suite (u,,) est

croissante et majorée par 6. Donc d’apres le théoréme de convergence monotone, la
suite (u,,) converge vers une limite finie notée ¢.

c. La suite (u,) converge vers ¢ donc ¢ est 'unique solution de I'équation ¢ =0,7¢ + 1,8
(théoréme du point fixe).

1=0,71+1,8 < 0,31=1,8 < [=6.Donc nlirP Up,="6
—+00
4. On considere la suite (v,;) définie pour tout entier naturel n par v, = —u,, +6.

4,2
a. VneN, vpy1=—-up+1 +6=—-0,7xu, +1,8)+6 =-0,7u, +4,2=0,7 (—un + —)

0,7
=0,7(—u, +6) =0,7v;.
Donc Vn € N, vy41 = 0,71, donc la suite (v,) est géométrique de raison 0,7 et de
premier terme vg = —up+6 =4.
b. VneN, v, =vyx g"=4x%x0,7".
DeplusVneN, v, =-up,+6donc u, =-v,+6=6-4x0,7".

-0,5
C. Uy =55 6-4x07">55<= —-4x0,7">-0,5 < 0,7" < vy
1 In(8)
<~ In(0,7") <In 3 — nxIn(0,7) <-InB) < n> i 07 carIn(0,7) <0
nlv,
2In(2) . . 2In(2)
Doncn > — . Ala calculatrice : — ~ 5,83 donc n > 6.
In(0,7) In(0,7)

Cela signifie que ug > 5,5. Il faudra donc au total 7 injections (de I'injection initiale ug
ala 7¢ qui correspond a ug).

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 2
Métropole Antilles-Guyane 12 mai 2022

Partie A : études de deux fonctions

On considere les deux fonctions f et g définies sur I'intervalle [0; +oo[ par :

f(x0)=0,06(-x*+13,7x) et g(x)=(-0,15x+22)e"* -22.

On admet que les fonctions f et g sont dérivables et on note f’ et g’ leurs fonctions dérivées
respectives.

1. On donne le tableau de variations complet de la fonction f sur l'intervalle [0 ; +ool.

x [0 6,85 +00
£(6,85)
0 —00
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a. Justifier la limite de f en +oo.

13,7)

Ona f(x) =0,06x* -1+ ——
X

)

13,7 . .. .
Onadonc lim =0,donc lim —14+—— = —1etparproduitdelimites lim f(x)=

X—+oo x X—+oo X X—+00
—o0.

b. Justifier les variations de la fonction f.
La fonction polynome f est dérivable sur R et sur cet intervalle :

f'(x)=-0,12x+0,06 x 13,7 = 0,822 — 0,12x.

0,822
Onao0,822-0,12x >0 < 0,822 >0,12x —

>x < x<6,85.

’

De méme f'(x) <0 < x> 6,85.
La fonction f est donc croissante sur [0 ; 6,85] et décroissante sur [6,85 ; +ool.
c. Résoudre I'équation f(x) =0.
f(x) =0 < 0,06(—x*+13,7x) =0 < -x*+13,7x =0 < x(13,7-x) =0 <

X =0>
13,7 = x '

Onadonc S=1{0; 13,7}.

2. a. Déterminer lalimite de g en +oo.

2x _

Ona lim (2,2-1,5x) = —oco; d’autre part lim 2x=+coet lim e +00.
X—+00 X—+00

X—+00
Par produit de limites lim = —oo.
X—+00

b. Démontrer que, pour tout réel x appartenant a [0 ; +oo[ on a : g'(x) = (—0,03x +
0,29)e%2%,
g est un produit de fonctions dérivables sur [0 ; +ool, et sur cet intervalle :
g'(x) = —0,15e%2* +0,2(-0,15x + 2,2)e%?* = e¥2¥(-0,15 — 0,03x + 0,44) = (—0,03x +
0,29)e%2%,

c. Ftudier les variations de la fonction g etdresser son tableau de variations sur [0 ; +ool.
Onadonc g'(x) >0 < (-0,03x+0,29)e%?* >0 < —0,03x+0,29 > 0 car e*?* >0

quel que soit le réel x), puis

0,29 29
— x<—.
0,03 3

0,29 >0,03x < x<

2
On obtient de la méme fagon que g'(x) <0 < x> 3

29
0; —
3

. . . . 29
La fonction g est donc croissante sur puis décroissante sur 3 : t+oof.

Préciser une valeur approchée a 10~2 prés du maximum de g.

. 29 29 0,2x 2 .
g a donc un maximum g ? = (-0,15 x 3+ 2,2)e"<"3 — 2,2 = 2,984 soit 2,98 au
centiéme pres.
d. Montrer que 'équation g(x) = 0 admet une unique solution non nulle et déterminer,
41072 pres, une valeur approchée de cette solution.
La fonction g croit a partir de g(0) = 22e%-22=22-22=0 jusqu’a environ 2,98 et
décroit ensuite jusqu’en moins I'infini.

29
Sur l'intervalle [? : +oo[ la fonction g est strictement décroissante, continue car

dérivable sur cet intervalle; comme 0 €] — oo ; 2,98] il existe d’apres le théoreme des
valeurs intermédiaires un réel unique a tel que g(a) = 0.

Partie B : trajectoires d'une balle de golf

Pour frapper la balle, un joueur de golf utilise un instrument appelé « club » de golf.

On souhaite exploiter les fonctions f et g étudiées en Partie A pour modéliser de deux fagons
différentes la trajectoire d’'une balle de golf. On suppose que le terrain est parfaitement plat.

On admettra ici que 13,7 est la valeur qui annule la fonction f et une approximation de la
valeur qui annule la fonction g.

On donne ci-dessous les représentations graphiques de f et g sur l'intervalle [0; 13,7].
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Pour x représentant la distance horizontale parcourue par la balle en dizaine de yards apres la
frappe, (avec 0 < x < 13,7), f(x) (ou g(x) selon le modéle) représente la hauteur correspondante
de la balle par rapport au sol, en dizaine de yards (1 yard correspond a environ 0,914 meétre).

On appelle «angle de décollage » de la balle, 'angle entre I'’axe des abscisses et la tangente a la
courbe (€ ou 6, selon le modele) en son point d’abscisse 0. Une mesure de I'angle de décollage
de la balle est un nombre réel d tel que tan(d) est égal au coefficient directeur de cette tangente.

De méme, on appelle « angle d’atterrissage » de la balle, 'angle entre I'axe des abscisses et
la tangente a la courbe (<€f ou %y selon le modele) en son point d’abscisse 13,7. Une mesure
de I'angle d’atterrissage de la balle est un nombre réel a tel que tan(a) est égal a 'opposé du

coefficient directeur de cette tangente.
Tous les angles sont mesurés en degré.

Le schéma illustre les angles de dé-
collage et d’atterrissage associés a la
courbe €r

Le schéma illustre les angles de décollage et d’at-
terrissage associés a la courbe €.

Cr

1. Premiere modélisation : on rappelle qu’ici, 'unité étant la dizaine de yards, x représente la
distance horizontale parcourue par la balle apres la frappe et f(x) la hauteur correspon-

dante de la balle.
Selon ce modele :

a. Quelle estla hauteur maximale, en yard, atteinte par la balle au cours de sa trajectoire ?
On a vu que le maximum de f sur [0 ; +oo[ est f(6,85) = 0,06 (—6,85 + 13,7 x 6,85) =
2,81535 = 2,815, soit en yards : 28,15.

b. Vérifier que f’(0) = 0,822.

13,7

De f'(x) =0,06(-2x+13,7) on déduit que f’(0) = 0,06 x 13,7 = 0,822. Ce nombre dérivé
est le coefficient directeur de la tangente a la courbe € au point d’abscisse 0, donc
f'(0) =tand =0,822.

. Donner une mesure en degré de I’angle de décollage de la balle, arrondie au dixiéme.

(On pourra éventuellement utiliser le tableau ci-dessous).
D’apres le tableau donné (colonne I), on a donc d = 39,42.

. Quelle propriété graphique de la courbe € permet de justifier que les angles de dé-

collage et d’atterrissage de la balle sont égaux?

La courbe est une partie de parabole et celle-ci est symétrique autour de la droite
d’équation x = 6,85 : donc les angles de décollage et d’atterrissage sont égaux

2. Seconde modélisation : on rappelle qu’ici, I'unité étant la dizaine de yards, x représente la
distance horizontale parcourue par la balle apres la frappe et g(x) la hauteur correspon-

dante de la balle.
Selon ce modele :
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a. Quelle estla hauteur maximale, en yard, atteinte par la balle au cours de sa trajectoire ?
29
On a vu que le maximum de la fonction g sur I'intervalle [0 ; +oco[ est g (?) =~ 2,98.

La hauteur maximale de la balle est donc 29,8 (yards).
On précise que g'(0) = 0,29 et g'(13,7) ~ —1,87.

b. Donner une mesure en degré de 'angle de décollage de la balle, arrondie au dixieme.
(On pourra éventuellement utiliser le tableau ci-dessous).
Comme g'(0) = 0,29 comme dans le premier cas c’est aussi le coefficient directeur de
la tangente au point d’abscisse 0, donc tand = 0,29 et d’apres le tableau d = 16,2°.

c. Justifier que 62 est une valeur approchée, arrondie a I'unité pres, d'une mesure en
degré de I'angle d’atterrissage de la balle.
Par contre a 'atterrissage g'(13,7) ~ —1,87 donc tana ~ 1,87 d’oli a = 62°.

Tableau : extrait d'une feuille de calcul donnant une mesure en degré d’'un angle quand on
connait sa tangente :

A B C D E F G H I J K L M
1 | tan(¢) 0,815 0,814 0,817 0,818 0,819 0,82 | 0,821 0,822 0,823 0,824 0,825 0,826
2 | gen | 39,18 39,21 39,25 39,28 39,33 39,35 39,39 39,42 39,45 39,49 39,52 39,56
ge
3
4 | tan(f) 0,285 0,284 0,287 0,288 0,289 0,29 | 0,291 0,292 0,293 0,294 0,295 0,296
5 eden 15,91 15,99 16,01 16,04 16,12 16,17 16,23 16,28 16,33 16,38 16,44 16,49
e-
grés

Partie C: interrogation des modeéles

A partir d'un grand nombre d’observations des performances de joueurs professionnels, on a
obtenu les résultats moyens suivants :

Angle de décollage en
degré

Hauteur maximale en
yard

Angle d’atterrissage en
degré

Distance horizontale en
yard au point de chute

24

32

52

137

Quel modele, parmi les deux étudiés précédemment, semble le plus adapté pour décrire la
frappe de la balle par un joueur professionnel? La réponse sera justifiée.
Au vu des observations sur les professionnels on remarque que :

o Le seul résultat confirmé est la distance horizontale 137 en yard;

+ Langle décollage est surestimé avec la premiére modélisation et sous-estimé avec la se-

conde;

¢ la hauteur maximale est sous-estimé dans les deux cas;

* l'angle d’atterrissage est sous-estimé dans le premier cas et surestimé dans le second.

Conclusion : aucun des deux modeles n’est satisfaisant!

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 3
Centres Etrangers 11 mai 2022
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Cet exercice est un questionnaire d choix multiples. Pour chacune des questions suivantes, une
seule des quatre réponses proposées est exacte. Les six questions sont indépendantes.

Une réponse incorrecte, une réponse multiple ou l'absence de réponse a une question ne rap-
porte ni n'enleve de point. Pour répondre, indiquer sur la copie le numéro de la question et la lettre
de la réponse choisie.

Aucune justification n'est demandée.

1. On considere la fonction f définie pour tout réel x par f(x) =In(1+x?).
Sur R, I'équation f(x) =2022

a. n"admet aucune solution. b. admet exactement une solution.
c. admet exactement deux solutions. d. admet une infinité de solutions.

Ona: f(x)=2022 < In(1+x%)=2022 < en(1+2%) — 02022y 74 42 = 02022

x% = e?022_1 : ce nombre étant positif, ' équation a deux solutions : v e2022 — ] et —v/e2022 — 1
Réponse c.

2. Soit la fonction g définie pour tout réel x strictement positif par :
g(x) = xIn(x) — x°
On note 6, sa courbe représentative dans un repere du plan.
a. Lafonction g est convexe sur ]0; +oo[. b. Lafonction g est concave sur ]0; +ool.

c. La courbe 6; admet exactement un d. La courbe 6 admet exactement deux
point d’inflexion sur ]0; +ool. points d’inflexion sur ]0 ; +ool.

1

Sur R, g est dérivable et sur cet intervalle, f'(x) =In(x) + x x p —2x=In(x)-2x+1.

1
Puis f"(x) = —-2.

X

) 1 1 1
Onadonc f"(x) =0 <= —-2=0 = — =2 &< x:E.

X X

1
Sur]0; +oo[, f aun seul point d’inflexion d’abscisse > Réponse c.

3. On considere la fonction f définiesur]—1; 1[ par

fx)=

1-—x2

Une primitive de la fonction f est la fonction g définie sur l'intervalle ] —1; 1[ par:

1 1+ x?
a. gx)=—=In(1-x2 b. g(x)= ———
8 5In(1-x7) T
x? x2
c. gl)=—7%- d. gx)= ?ln(l - x?)

3

1
Soit la fonction g définie sur] —1; 1[ par g(x) = -3 In(1-x%).

En posant u(x) =1- x2, dérivable et non nulle sur ] —1; 1[, on a g'(x) = —2x et on sait que
- 1l () entrad W 1u(x) 1 —-2x x (). RS
x) = ——Inu(x) entraine g’'(x) = — = =—=x = = f(x). Réponse a.

g8 2 § 2 u(x) 2 1-x2 1-x2 P

4. Lafonction x — In(—x* — x + 6) est définie sur

a. 1-3;2[ b. 1—o0; 6]
c. 10; +oof d. 12; +oo[
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La fonction est définie si —x2 — x+6>0 < x*+x-6<0.

Le trindme x? +x—6 a une racine évidente : 2. Le produit des racines étant égal a —6, I'autre
racine est donc —3.

Donc x% + x—6 = (x—2)(x +3). On sait que ce trindme est positif sauf (ce que I'on cherche)
entre les racines —3 et 2.

La fonction est donc définie sur l'intervalle ] — 3 ; 2[. Réponse a.
5. On considere la fonction f définie sur 10,5 ; +oo[ par
f(x)=x*-4x+3In@2x-1)

Une équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse 1 est :

=4x-7 b. y=2x-4

a.y
c. y=-3(x-1)+4 d y=2x-1

Une équation de la tangente au point d’abscisse 1 est: y— f(1) = f'(1)(x—1).
e f(1)=1-4+3In2-1)=-3+3x0=-3;

o flx)=2x—-4+3x =2x-4+

2x-1 2x-1'
Une équation de la tangente estdonc y — (=3) =4(x—1) < y=4x-4-3 < y=4x-7
. Réponse a.

6
d’otlf’(l)=2—4+I=—2+6=4.

6. Lensemble S des solutions dans R de I'inéquation In(x + 3) < 2In(x + 1) est :

a. S=]—o00; —2[U]l; +oo[ b. S=]1; +oo[
c. S=9¢ d. S=]-1;1]

D’apres I'énoncé il faut que x > -3 et que x > —1. Il faut donc résoudre I'inéquation dans
I'intervalle ] — 1 ; +ool.

In(x+3) <2In(x+1) < In(x+3) <In(x+1)? & x+3<(x+1)? & 0<x®+2x+1-x—
3= 0<x®+x-2.

Le trindbme x2 + x — 2 a une racine évidente 1; comme le produit des racines est égal a -2,
I'autre racine est —2. On a donc:

X2+x-2>0 < (x—1)(x+2) >0:le trindme est positif (ce que I'on cherche) sauf entre
les racines. D’apres la remarque préliminaire S =]1; +oo[. Réponse b.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 4
Centres Etrangers 11 mai 2022

Partie A :

Soit & la fonction définie sur R par

h(x)=e*—x
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1. « lim e*=0et lim —x=+oo, donc par somme de limites: lim #(x) = +oo.
X——00 X——00 X——00

ex
e Pour x#0, h(x)= x(— - 1).
X
er e¥
Or lim — =+o00o,dou lim — —1 = +o0o et par produit de limites :
X—+00 X X—+00 X
lim h(x) = +oo;
X—+00
2. Somme de fonctions dérivables sur R, /& est dérivable sur R et sur cet intervalle :
h(x)=e*—1.
e N(X)>0 <= ef-1>0 <<= e*>1 < e*>e < x>0;
e N(X)<0 = ef—1<0 < e <1 < e*<e? < x<0.
La fonction h est donc décroissante sur R_ de plus l'infini a 4(0) = e-0=1, puis croissante
sur R, de h(0) =1 a plus l'infini.
3. h étant croissante sur R, 0<a< b= h(0) < h(a) < h(b).
Comme h(0) =1,onadonc 1< h(a) < h(b) = h(a) — h(b) <O0.

Partie B :

Soit f la fonction définie sur R par

fx)=e”

On note € sa courbe représentative dans un repere (O | )

1. OnaM(x; y)eT < y— f(0) = f(0)(x-0).
Ona f'(x)= f(x) =e* dot1 f'(0)=e’=1et f(0) =€ =1.
Mx; y)eT < y—-1=1(x-0) < y=x+1.
Dans la suite de I'exercice on s’intéresse a I'écart entre T et € au voisinage de 0.

Cet écart est défini comme la différence des ordonnées des points de T et 6y de méme abs-
cisse.

. . . 1 .
On s’intéresse aux points d’abscisse —, avec n entier naturel non nul.

n
On considere alors la suite (u,,) définie pour tout entier naturel non nul » par :

1
2. Ona lim —=0,dou lim e% =e’=1letenfin lim Uu,=1-0-1=0.
n n—+oo n—+oo

—+oon
1 1 1 1
- -1-[lexp(—|-—-1|=
n+1 n+1 n n

3. a. OnapourtoutneN, up+; —u, =exp

1 1 1 1 1
- -1- —|+—+1= - - —|+—=
exp n+1) n+1 P n) n exp n+1) n+1 P n) n
) eela)-a ] =) )
exp - —|lexp|—=|—-—=|=h|——=]|-h|—|.
n+1 n+1 n n n+1 n

1 1 1 1
b. Onannonnul,donc0<n<n+l1=0< <—:h(—)<h(—):>
n+l n n+1 n
1 1
h( )—h(—)<0.
n+1 n

Finalement pour n non nul, u,+; — 4, <0 ce qui montre que la suite (u;) est décrois-
sante.

4. Le tableau montre que ug = 0,008 < 1072,

1 P .
Donc pour x = 3’ I'écart entre la courbe et la tangente est inférieur a un centieme.
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ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L'EXERCICE 5
Centres Etrangers 12 mai 2022

X
1. Soit f la fonction continue et dérivable sur R, définie par x — —.
e

En utilisant la formule de la dérivée d'un quotient, on peut écrire :

1xe*—-xxe* (1-xe* 1-x
! _ _ _ —_(1_ —-X
VxeR, f'(x)= o2 = ToZx T ex 1-x)e™™. Réponse ¢

2. La courbe représentative donnée est celle de f”'. Avec la précision permise par ce gra-
phique, on peut affirmer que f” est positive sur [-3 ; —1], négative sur [-1 ; 1] et s’annule
pour x = —1.

Cela signifie donc que f” est croissante sur [-3 ; —1] puis décroissante sur [-1; 1]. Donc la

fonction f’ admet un maximum en x = —1.

3. Les fonctions F proposées sont continues et dérivables sur R. Dérivons chacune d’entre-
elles. VxeR,

1 1
a Flo=—2 (3x2e_x2 + (B +1) x —2xe-x2) == e~ (3x2 —2x* —2x)

1
= 5 e ‘xz(—2x3 +3x% - 2x).

1 1
b. F'(x)= -2 (4x3 x e % 4 xtx (—2xe_x2)) = —Ze_xz (4x® —2x°).
1 2 2 1 2 1 2
! __ —X 2 _ X __a—X _9.3_ - __ _943 =X =
c. Fl(x)= 2(2x><e +(x“+1)x-2xe ) 2e (2x—-2x°-2x) zx( 2x’e )

Be ¥ = f(x).

d. F'(x) = 6x—8x3) x e ™ + (3x% —2x%) x —2xe ¥ = (4x° — 14x3 + 6x)e ™~
1
e’ (1 +—

ex 1+e™* . x . 2
e o v
e

1—-—
ex

5. Lafonction f est continue sur R, donc elle admet des primitives notées F. De plus f(x) est

2x+1

1
de la forme ' (x) e “® avec u(x) = 2x+ 1. En remarquant que f(x) = 3 x2e , on peut

1
alors écrire que pour tout réel x, F(x) = € 2x+1 4 k avec k € R. Sachant que F(0) = 1 alors

1 1 1 1

1 2x+1
—e ' +k=1<= k=1--e.DoncVxeR, F(x)=—-e +1-——e. Réponse ¢
2 2 (&) 2 2

6. Avec la précision permise par le graphique, on peut affirmer que la fonction f est concave
sur [-2 ; 1], convexe sur [1 ; 4] et f”(1) = 0 (point d’inflexion). f”est donc négative sur

[-2; 1], positive sur [1 ; 4] Sannulant en 1.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 6
Centres Etrangers 12 mai 2022
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1. ¢ Onsait que lin})xlnx =0, donc lirr(l)f(x) =1.
X— X—
o Comme lirP X =+4ooet lir+n Inx = +00, on a par produit de limites lir+n xlnx = +o0
X— X— X—
etenfin lim f(x)=+oo0.
X—+00
2. a. Lafonction f est continue et dérivable sur ]0; +oo[. En utilisant le formule de la déri-
1
vée d’'un produit, Yx €]0; +ool, f'(x) =1 xIn(x) +xx — =In(x) + 1
X
b. [(X)>0 = InX)+1>0 = In(x) >-1 << x>e .
Dansletableau: f(e !)=e !In(e H+1=-el+1=1-e"1>0

X 0 e’! 1 +00
f'x) - 0 +
1 +00
f(x) \
1-e 1 =0,632

c. f(1)=1. D’apres les variations de la fonction f,
— Vxelo; el fxell-e™; 1;
— Vxele ' 1], foell—-e ;10
Donc Vx€]0; 1], f(x) € [L—e~1; 1].0r 1 - e~ > 0donc f(x) €] 0; 1] pour tout réel
x dans|]0; 1].
3. a. Léquation de la tangente (T) a 6 au point d’abscisse 1 a pour équation :
y=f M-+ fQO)
Avec f'(1)=1et f(1) =1, on en déduit 'équation de (T) : y=x—1+1 = x, soit
Mx; y)e(T) < y=x=x.
b. Nous savons que Vx €]0; +ool, f'(x) =In(x) + 1.

La fonction f’ est continue et dérivable sur 10 ; +ool, et f"(x) = % > 0, donc f est
convexe sur |0 ; +ool.

c. La courbe représentative d’'une fonction convexe est au-dessus de toutes ses tan-
gentes. En particulier <€f est au-dessus de (T). Donc Vx €]0; +oo[, f(x) > x.

4. Soit (u,) la suite définie par up €]0; 1] et uy+1 = f(up)-

a. Montrons par récurrence que 0 < u, < 1 pour tout entier naturel .
Initialisation : on a uy €]0 ; 1], soit 0 < yp < 1 : 'encadrement est vrai au rang 0;
Hérédité : soit n € N et supposons que 0 < u, < 1.
On avuala question 2.b.que si0 < x < 1,alors 0 < f(x) < 1.
DoncsiO<uy, <1,alors 0 < f (1) <1,s0it0 < up41 < 1.
Conclusion : 'encadrement est vrai au rang 0 et s’il est vrai au rang n € N, il 'est aussi
au rang n+ 1 : d’apres le principe de récurrence pour tout entier naturel n, on a :
O<up<l.

b. D’aprés la question 3.c, pour tout réel x positif, f(x) > x.
De plus pour tout entier naturel n, u, >0
Donc, VneN, f(uy,) > u, donc u,+1 > u,. La suite (u,) est donc croissante.

c. La suite (u;) est croissante et majorée par 1. Donc d’aprés le théoreme de conver-
gence monotone, la suite (u,) converge vers une limite finie notée /.
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ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 7
Asie 17 mai 2022

Soit f une fonction définie et dérivable sur R. On considere les points A(1; 3) et B(3; 5).
On donne ci-dessous 6 la courbe représentative de f dans un repere orthogonal du plan,
ainsi que la tangente (AB) a la courbe 6 au point A.

\‘\ \ 7 - o
Cr TN A
\

/

AN
A\
AN

w

Y

/
Les trois parties de l'exercice peuvent étre traitées de maniere indépendante.
Partie A

1. Onlitsur le graphique : f(1) =3 et f'(1) = 1 (nombre dérivé égal au coefficient directeur de
la droite (AB)).

2. a. Commea>0etx?>0 onaax?>0 doncax?+1>1>0:lafonction f est donc

2ax
dérivable sur R et sur cet intervalle f'(x) = 5 .
ax-+1
b. Lesrésultats du 1. peuvent s’écrire :
oy =1 T =L -1
a+1

La deuxiéme équation donne 2a = a+1 < a =1 et en reportant dans la premiere :
Inl+1)+b=3 < b=3-In2.
OnadoncsurR, f(x) =In(x*+1) +3-In2.

Partie B

On admet que la fonction f est définie sur R par

f)=In(x*+1)+3-In().

1. Quel que soit le réel x, f(-x) = In[(-x)?*+1] +3-In2 = In(x*+1) +3-In(2) = f(x). La
fonction f est donc paire (la représentation graphique de f est donc symétrique autour de

I’axe des ordonnées).
2. Ona lim x*=+ocodoll lim x*+1= +oo et par composition lim In(ax®+1) = +oo et
x—>.+oo X—+00 X—+00
enfin lim f(x) = +oo.
X—+00

La fonction étant paire lim f(x) = lim f(x)=+oo.
X——00 X—+00
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3.

4.
5.

Comme x? + 1 > 0 quel que soit le réel x, la fonction f est dérivable sur R et sur cet inter-
2x
valle: f'(x) = —.
! X2 +1

Le dénominateur étant supérieur a zéro le signe de f (' x) est donc celui de 2x, donc:

f'(x) <0surR* et f'(x) > 0 sur R}. Conclusion f est décroissante sur R* et croissante sur
Rx.

Le nombre f(0) =In1+3—-1n2 =3 —1n2 est donc le minimum de la fonction sur R. D’ou le
tableau de variations :

X —00 0 +00
f') - 0 +
+00 +00
fx) \ /
3-1In2

D’apres le tableau de variations I’équation f(x) = k admet deux solutions si k >3 —In2.

f(x0)=3+In2 < In(x*+1)+3-In(2) =3+In(2) < In(x*+1)=2In(2) < In(x*+1) =
In4 < x*+1=4 (par croissance de la fonction logarithme), soit x2 =3, d’ol1 deux solu-

tions S={-Vv3; v3}.

Partie C

On rappelle que la fonction f est définie sur R par f(x) =In(x* +1) +3-In(2).

1.

2.

Il semble qu’il y ait deux points d’inflexion aux points d’abscisses —1 et 1.

X
Comme f'(x) = 711 soit le quotient de deux fonctions dérivables sur R, le dénominateur
X

étant non nul; f’ est donc dérivable sur R et :
2(x®+1)-2xx2x 2x*+2-4x*> 2(1-x%)

"= = = .

(x%+ 1)2 (x%+ 1)2 (x% + 1)2
. Onadonc f"(x) =0 < 1—x2=0<=>{}ti i 0 @{i i Il Donc S =
{-=1; 1}

La dérivée seconde est positive quand le trindme 1 — x? est positif soit sur I'intervalle | —
1; 1[. Donc la fonction f est convexe sur]—1; 1[.
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Partie A

ANNEXE a rendre avec la copie

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 8
Asie 18 mai 2022
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Dans le repere orthonormé ci-dessus, sont tracées les courbes représentatives d'une fonction
f et de sa fonction dérivée, notée f’, toutes deux définies sur 13 ; +ool.

1. Si 6 était la représentation de la dérivée, celle-ci serait négative puis positive , donc la
fonction serait décroissante puis croissante ce qui n’est pas le cas de la fonction représente
par la courbe %65.

Donc %> est la représentation de la fonction dérivée et 6, celle de la fonction.
2. On lit approximativement f(5,6) = 3.
3. f semble concave sur |3 ; +ool.

Partie B

2 — 12 _ 1 _ 1\2_ 25 _ 1\2 _(5)2 _ 1,5 1_5)_
Loe x-x=6=(x-3)"-3-6=(x—3) -F=(-3)-(3) =(x-3+3)(x-3-3) =
(x+2)(x—3).
On sait que ce trindme est positif sauf sur l'intervalle [-2 ; 3]. Donc In (x? — x — 6) est bien
définie sur I =]3; +oo[;

 On peut calculer A = 1+ 24 =25 = 52 et en déduire les racines du trinéme x> — x -6 :
1+5 -5
X = > =3etxp = > = —2 et faire ensuite la méme conclusion.

2. On admet que la fonction f de la Partie A est définie par f(x) =In(x*> — x—6) sur I.

1 6
e Limite en+oo:ln(x2—x—6) =1nx? (1____)_
X

. 1 . 6
Ona lim —= lim — =0,donc
X—+00 x  x—+oo x2

. 1 6
lim 1---—=1
X—+00 X X
Comme lim x* = +oo, par composition de la fonction logarithme lim f(x) = +oo.
X—+00 X—+00
e Limiteen 3: f(x) =In(x+2)(x—3).
Ona lims(x+2) (x—3)=5%x0=0,donc limsln(x+2)(x—3) = —oo0. Ceci signifie que la droite
X—+ X—+

verticale d’équation x = 3 est asymptote a courbe représentative de la fonction f sur I (soit
€1)

3. a. Surl,onavuquex
2x—-1

X¥-x-6
b. f'(x)ale signe du numérateur 2x—1:
pour x>3,ona2x—1>5donc2x—1>0etdonc f'(x>0.
Donc la fonction f est strictement croissante sur I de moins I'infini a plus l'infini.
On dresse le tableau des variations de la fonction f.

2_ x—6> 0, donc la fonction f est dérivable et sur I, ona f'(x) =
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X 3 +00
J'0 +
+o00o
f(x) /
—00

4. a. Lafonction f est strictement croissante sur I et en particulier sur ]5; 6[.
Deplus f(5) =In(25-5-6) =In14= 2,64 <3 et f(6) =In(36 -6—-6) =In24 = 3,18 > 3.
La fonction f étant continue car dérivable sur l'intervalle 15; 6[, d’apres la propriété
des valeurs intermédiaires il existe un réel unique a tel que f(a) =3, avec5 < a <6.

b. La calculatrice donne :

f(5,6) =2,984 et f(5,7) = 3,035, donc 5,6 < @ < 5,7 puis
f(5,63) = 2,999 et f(5,64) = 3,004 donc 5,63 < a < 5,64.

5. a. Lafonction f’ quotient de fonctions dérivables sur I, le dénominateur ne s’annulant
pas est elle-méme dérivable sur I et sur cet intervalle :

(*—x-6)-2x-DQRx-1) 2x’-2x—12-4x*—1-4x -2x*+2x-13

(x2-x-6)° (x2-x-6)° - (x2-x-6)*

2
fll(x) —

b. Le signe de la dérivée seconde est celui du numérateur puisque (x2 -Xx- 6)2 > 0.

Or ce trindme —2x% +2x — 13 n'a pas de racine (A =4-8x 13 = —100 < 0), donc est
négatif en particulier sur I.
Sur I, f”(x) < 0:la fonction est concave sur cet intervalle.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 9
Centre Etrangers G1 18 mai 2022

Partie A

On considéere la fonction f définie pour tout réel x par :

f)=1+x—e%*2

On admet que la fonction f est dérivable sur R. On note f’ sa dérivée.

1. a. Ona lim 0,5x = -o0, donc lim 0,5x -2 = —oo et par composition de limites avec
X——00 X——00

X=0,5x-2, lim eX =0etcomme lim x=-oo par somme de limites :

X——00 X——00

xgrpmf(x) = —oo0.

0,5x
&0
b. Démontrer que, pour tout réel x non nul, f(x) =1+0,5x (2 Y X e_z).
,5x
Ona f(x) =1+ [x—e%* 2] et en factorisant 0,5x dans le crochet :
0,5x—2

f)=1+05x|2-

eO,5x
-2
=1+0,5x(2— X e )
0,5

)

’

En déduire la limite de la fonction f en +oo.

Avec X =0,5x,ona lim 0,5x=+o0o,d o1 lim X = +oo.
X——00 X——00
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X X X
e e 2

. . € . _ . . _
mais lim — = +ocoet lim — xe %= +00, puis lim —— xe™“ = —ooetenfin
x—+oo X x—+oo X x—+o0 X
X
lim 2— — xe?=-c0
X—+00 X

Enfin par produit de limites :
lim 0,5x =+oc0

XxX—+00 .
eX = lim f(x)=-o0.
. _ -2 _ _ X—+00
lim 2—-—xe “=-00
X—+00 X

2. a. festunesomme de fonctions dérivables sur R et sur cet intervalle :
f'(x)=1-0,5e%5%2,
b. OnadansR,
fl(x) <0 = 1-0,5e"*2 <0 < 1<0,5e"*2 < 2 <e®*2 par croissance
sur R} de la fonction logarithme népérien In2 < 0,5x -2 < 2+In2 < 0,5x <
4+2In2 < x.

Conclusion : S=]4+2In(2) ; +oo[
3. On démontrerait de la méme fagon que f'(x) >0 sur l'intervalle ]| —oco; 4+ 2In2|[.
La fonction f est donc croissante sur ] —oo; 4+21n 2[ puis décroissante sur |4+21In(2) ; +ool.

f@+2In2) = 1+4+2In2-e**"272 =54 2In2—e"? = 5+ 2In2 -2 = 3+ 2In2. Clest le

maximum de la fonction f sur R.

Comme lim x=-ocoet lim e%** 2= 0, on a par somme de limites lim f(x) = —oo.
X——00 X——00 X——00

4. Lintervalle [-1 ; 0] est inclus dans 'intervalle ] —oo ; 4 + 2In2[, donc est croissante sur cet
intervalle de f(-1)=1-1-e ¥ =—-e 5 <0a f(0)=1-e"2~0,85>0.
La fonction f étant continue puisque dérivable le théoréme des valeurs intermédiaires
montre qu'il existe un réel unique a € [-1; 0] tel que f(a) =0.

Partie B

On considere la suite (u,,) définie par uy = 0 et, pour tout entier naturel n, u,4+1 = f (1,) ou
f estlafonction définie a la partie A.

1. a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a:

Up < Upt1 <4

Initialisation :Ona uy =0, puis u; = f (up) = f(0) =1- e 2=0,85.
On adoncbien pour n=0: uy < u; <4.
Hérédité : soit n € N et supposons que U, < Up+1 < 4.

On a vu dans la partie A que sur l'intervalle | —oo ; 4 = 2In2[, donc sur l'intervalle
] —o0; 4], la fonction est croissante et '’hypothése de récurrence donne

[ un) < f (up+1) < f(4).
Orfd)=1+4-e>2=5-1=4.
Onadonc up+1 < Up+2 < 4:1'encadrement est vrai aurang n+ 1.
Conclusion : I'encadrement est vrai au rang 0, et s'il est vrai pour n € N, il 'est aussi
pour n+ 1. Le principe de récurrence montre donc que pour tout €N, u; < Up+] <
4.
b. Le résultat précédent montre que la suite (u,) est croissante et majorée par 4 : elle

donc convergente vers une limite ¢ telle que ¢ < 4.

2. al=f) = (=1+0-e""? — e052=] < 0,5/ -2 =0 (par croissance de la
fonction logarithme népérien sur R}), d'ot1 0,5/ =2 < ¢ =4.
La suite (1) a pour limite 4.

Lalgorithme calcule les premiers termes de la suite (u,) jusqu’a celui qui est supérieur
a 3,99 : 12 signifie que u; est le premier terme supérieur a 3,99.
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ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L'EXERCICE 10
Centres Etrangers G1 19 mai 2022

Partie A

1. Lafonction x — e ~* est continue en O et e 0 = 1. lin(l)ln(x) =—oodonc lin(l)f(x) =-00
X— X—
x>0 x>0

2. Lafonction f est continue et dérivable sur]0; 1].

—-xe *+1 1-xe ™

! —X 1
Vxelo; 1], ff(x)=—e ™+ —=
X X X
3. Lafonction x — e ~* est continue, dérivable de dérivée x— —e ~*.Orvx€]0; 1], —e ~* <0.
donc la fonction x— e ~* est strictement décroissante sur ]0 ; 1].
Donc Vx€l0;1],:e ' <e¥<e®<1ldoncO0<e™<e’<1 Deplus0< x<1donc
0<xe *<l.
Cela signifie que Yx €]0; 1], 1 — xe ~* > 0 donc f’(x) > 0 donc f est strictement croissante
sur]0; 1. f)=e '+In(1)=e L.
Ci-dessous le tableau de variation de la fonction f :

X 0 1
) +
e—l
f /
-0

4. Lafonction f est continue et strictement croissante sur]0; 1] a valeurs dans|—oo; e -11.0r
0€]l—o0; e 1] donc d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, I’équation
f(x) = 0 admet une unique solution, notée ¢, dans 10 ; 1].

A la calculatrice : £ = 0,567.
Partie B
On définit deux suites (a;) et (by) par :

—by,

—an

ap+1 = €
bn+1

1
{ @ = 1_0 et, pour tout entier naturel n,{

by = 1

|
(¢

. aag=e™=e 12037 et b =e%=e T ~0,90.
b. Pour utiliser en Python la fonction exponentielle, il faut charger en premier la fonction
exp() de la librairie "math" : from math import exp.

from math import exp
def termes(n)
1/10
b=1
for k in range(0, n)
c = exp(-b)
exp(-a)
a=c
return(a, b)

v
I

o'
I
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2. a. Montrons par récurrence que VR eN, 0 < a, < dp+1 < bpy1 < by < 1.
1 1 1
Initialisation : ag = o “= e l=— py=1=e? b =e 1.
e
1
La fonction x — e* est strictement croissante sur R et —1 < T <0donc, e <
1 1 1
e w<elet—> 0 donc on peut alors affirmer que 0 < ap < a; < by < by < 1.
e
Linitialisation est vérifiée.
Hérédité : Soit n € N*, et supposons que 0 < a, < dpy1 < b1 < b, < 1.
Montrons que 0 < @y 1 < Api2 < bpa2 < by <L
La fonction x — e™* est décroissante sur R. Donc
0<@n<an <bpn <bp<1l = e V>e Mm>e i >e ezl
soit0< e 1 e bngLe b1 L e L e <1< 1donc
0<ap+1 < an+2 < bpy2 < bpy1 < 1. On obtient ce qu'il fallait démontrer.
Lhérédité est démontrée.
Conclusion : La proposition est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n, elle I'est
aussi au rang n + 1. D’apres 'axiome de récurrence, Vi €N, 0 < a, < dp+1 < b1 <
b, <1.
. Nous venons de montrer que VR eN,0< a, < dp+1 <letque0< by < b, < 1.
La suite (a,) est croissante et majorée par 1. D’aprés le théoréme de convergence
monotone, la suite (a,) converge.
De méme, la suite (b;,) est décroissante et minorée par 0. D’apres le théoréme de
convergence monotone, la suite (b;) converge.
3. . A=e BetB=¢"4.
A=e B < In(A)=-B=-e 4 doncIn(A4) + e 4 =0 donc f(A)=0.
. DemémeB=e 4 < In(B)=—-A=—-e® doncIn(B) + e B =0donc f(B)=0.
Donc A et B sont deux solutions de I'équation f(x) = 0. Or d’apres la question A.4,
cette équation admet une unique solution, donc A=Bet A—B=0.
ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 11
Amérique du Nord 18 mai 2022
1-e* 1+e® 1-e”* 2e”* 2e”* 2 2
1. Vxe IR, 1- = — = — — —
l1+e* 1+e* 1+eX* 1+e”* 1 l1+e*
e*|l1+— 1+ —
ex e¥

2. g(x):% —

| Affirmation 1 : Vraie |

e” 1
xT1° 3 — 2ef=e*+l <= ef=1 <= x=0 |Afﬁrmation2:Vraie|
e

3. Lafonction f est continue et dérivable sur R.

Vx€eR, f'(x) =2xe Y+ x*x—e = (2x—x*) e ™.

Léquation d’une tangente a € au point d’abscisse a a pour équation y = f'(a)(x—a) + f (a).
Pour que I'axe des abscisses soit tangent a €, il faut que la courbe € admette une tangente
d’équation y = 0 (équation de 'axe des abscisses), donc il faut que f(a) =0 et f'(a) = 0.
Sachant que VaeR, e "% #0,
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fla)=0 = ae =0 < a’=0 < a=0.

fll@=0 < (a-a*)e =0 < 2a-a*=0 < a-a)=0 < a=0oua=2.
Donc a = 0. Il n’existe donc qu'un seul point ol1 I'axe des abscisses est tangent a 6.

| Affirmation 3 : Vraie

4, Lafonction h est continue et dérivable sur R. Soit 6}, sa courbe représentative.
VxeR ' (x)=e*x(1-x*)+e*x—2x=e*(1-x*-2x) = (-x*-2x+1) e*.
La fonction ' est continue et dérivable sur R.
VxeR, h'(x) = (—2x-2)e*+e x(-x* —2x+1) = e*(-2x—2—x? -2x+1) = (—x* —4x—1) ¥
Si 6}, admet des points d’inflexions, alors 4" (x) peut s’annuler et changer de signe. Or e * >
0 pour tout réel x, donc étudions le signe de —x? —4x— 1 sur R.
—x? —4x—1s’annule pour x; = —2— /3 et pour x, = —2+ /3 car A = 12.
Le trindbme du second degré s’annule donc deux fois et change donc aussi de signe.

| Affirmation 4 : Fausse

x e” 1

x = X X -
ertx ex(1+—) 1+—
et e*

5. VxeR, f(x) =

X

N . P . € . X .
D’apres les croissances comparées, lim — = +oodonc lim — =0donc lim f(x)=1
n—+oo x n—+oo e X n—+oo

| Affirmation 5 : Fausse |

6. 1+e2¥>2e% < e2¥—-2e%+120 < (e*-1)%>0.

Cette derniere inégalité est vraie pour tout réel x. | Affirmation 6 : Vraie |

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L'EXERCICE 12
Amérique du Nord 19 mai 2022

Partie A

1. La fonction p est continue et dérivable sur [-3 ; 4].
Vxe[-3; 4], p'(x) =3x*> —6x+5
Ce trindbme du second degré n'admet aucune racine (A = —24 < 0) donc Vx € [-3 ; 4],
p'(x) > 0. Donc la fonction p est strictement croissante sur [—3 ; 4].
2. p(—-3)=—68et p(4) =37
La fonction p est continue et strictement croissante sur [-3; 4] a valeurs dans [-68 ; 37]. Or

0 € [-68; 37], donc d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, I'équation
p(x) = 0 admet une unique solution, notée «, dans l'intervalle [-3 ; 4].

3. Ala calculatrice, a = —0,2.

4. D’apres les variations de la fonction p, et en utilisant le résultat précédent, on peut établir
le tableau de signe de la fonction p sur [-3; 4] :

X -3 a 4
p(x) - 0 +
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Partie B

1. a. Lafonction f est continue et dérivable sur [-3; 4] (car Vx € [-3; 4], 1 + X2 #£0).
efx(1+x%)—e*x2x 3 eX(x2-2x+1) 3 (x-12e*

-3 / = - -
Vxe[-3; 4], f(x) (1) (1+2)2 (1+2)?

(x-1)? e*
(1+2)?

e
Et f(1) = 7 Donc au point d’abscisse 1, €y admet une tangente horizontale d’équa-

b. f'(x)=0 < =0 = (x-1?e* = (x-1)? <= x-1=0 <= x=1.

. e
tion y = >
2. a. Avecla précision permise par le graphique, on peut voir que la fonction f est:
— convexe sur [—3; 0];
— concave sur [0; 1];
— convexe sur [1; 4].
Donc <€f admet deux points d’inflexion, aux abscisses x =0 et x = 1.
Le toboggan semble donc assurer de bonnes sensations.
p(x)(x—1e*
(1+x2)°
Recherchons les points d’inflexion, c’est-a-dire les valeurs de x € [-3 ; 4] pour les-
quelles f”(x) s'annule et change de signe.

b. Vxe[-3;4]:f"(x) =

Vxe[-3;4], (1+ x2)3 >0et e*>0donc f"(x) ale méme signe que p(x)(x—1).
On construit alors le tableau de signe suivant :

x |-3 41 1 4
px) - 0 + +
x—1 - - 0 +
f'x) + 0 - 0 +

La fonction f” s’annule et change de signe en x = a et x = 1. Donc 6 admet deux
points d’inflexion. Le toboggan assure donc de bonnes sensations.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE UEXERCICE 13
Polynésie 30 aotit 2022

Partie 1

21
Soit g la fonction définie pour tout réel x €]0; +oo[ par: g(x) = ﬁ.
X

1
2; xx—2lnxx1 _2-2Inx

1. On note g'la dérivée de g.Ona: g'(x) = = )

2. On dispose de ce tableau de variations de la fonction g sur l'intervalle 0 ; +oo[ :
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X 0 1 e +00
2
e
Variations /
deg / 0
—00 0
2 2lne 2
a. Lavaleur — estl'image deepar f: f(e) = =—.

e e e

2-21
b. g'(x) = Tnx donc g'(x) est du signe de 2—2Inx =2 (1 —Inx).

* Sur]0;e[,Inx < 1donc1-Inx>0donc g'(x) >0; la fonction g est strictement
croissante sur cet intervalle.

* Sur]e ;+oo[,Inx>1donc1-Inx < 0donc g'(x) <0;lafonction g est strictement
décroissante sur cet intervalle.

c. Onjustifie les limites de la fonction g aux bornes de son ensemble de définition.

. 1

e lim2Inx=—-ocoetlim— = +oo.
x—0 x—0 x
x>0 x>0

1
Donc, par produit de limites, lin(} glx) = lirr0121nx X — = —00.
X— X— X

x>0 x>0

Inx
e D’aprésle cours, lim — =0donc lim g(x)=0.
x—+o0 X x—+00

3. On en déduit le tableau de signes de la fonction g sur l'intervalle ]0 ; +ool.

—

X 0 +00

I

signe de g(x)

Partie 2

Soit f la fonction définie sur I'intervalle ]0 ; +oo[ par f(x) = [In(x)]?.
Dans cette partie, chaque étude est effectuée sur I'intervalle |0 ; +ool.

2lnx

1. [(u(0)?) =2u (x)u(x) donc f'(x) =2 x i xInx = — = g(x)

2.

Donc sur l'intervalle ]0 ; +ool, la fonction f est une primitive de la fonction g.

a. On étudie la convexité de la fonction f.

D’apres les questions précédentes, la fonction g, dérivée de la fonction f, est crois-
sante sur ]0; e [, donc la fonction f est convexe sur cet intervalle.

De méme, la fonction g, dérivée de la fonction f, est décroissante sur ] e ; +ool, donc
la fonction f est concave sur cet intervalle.

De plus, la fonction g donc la fonction f’, change de sens de variation en x = e, donc
la courbe représentant la fonction f admet un point d’inflexionen x = e.

. On étudie les variations de la fonction f en utilisant le signe de f' = g.

Sur l'intervalle ]0; 1[, la fonction g est négative donc f’ est négative; la fonction f est
donc strictement décroissante sur cet intervalle.

Sur l'intervalle ]1 ;+ool, la fonction g est positive donc f’ est positive; la fonction f
est donc strictement croissante sur cet intervalle.

De plus on peut dire que la fonction f admet un minimum pour x = 1.

. Une équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse e est :

2
y=f’(e)(x—e)+f(e).Ona:f’(e)=g(e)=E;f(e):(lne)zzl

2 2 2
Léquation devient: y = — (x—e)+1soit y= —x—2+1 c'est-a-dire y= —x— 1.
e e e
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b. La courbe représentant f admet un point d’inflexion en x = e donc la tangente en ce
point coupe la courbe; a gauche du point, la fonction est convexe donc la courbe est
au dessus de cette tangente.

2
On en déduit que sur10; e],ona: [In(x)]> > —x—-1.
e

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE ’EXERCICE 14
Meétropole 8 septembre 2022

Partie A

On considere la fonction f définie sur I'intervalle [1; +oo[ par

Inx
f)= "

ol In désigne la fonction logarithme népérien.

Inx
1. Onsaitque lim — =0,donc lim f(x)=0.
X—+00 X X—+00

Laxe des abscisses est asymptote horizontale au graphe de la fonctionf au voisinage de

plus l'infini.
2. On admet que la fonction f est dérivable sur I'intervalle [1 ; +oo[ et on note f’ sa fonction

dérivée.

a. En dérivant f(x) comme un quotient, on obtient pour x > 1:

1
—xx—-1xInx

fl(x)z X —

2 2
X X
b. Quel que soit x, x2>01le signe de f'(x) est donc celui du numérateur 1 —Inx :

1-Inx

e 1-Inx>0 < 1>Inx < e>x: f'(x) >0surl'intervalle [1; e];
e 1-Inx<0 < 1<Inx < e<x: f'(x) <0surl'intervalle [e; +ool.
e 1-Inx=0<= 1=lnx < e=x.

On a donc le tableau de signes de f’(x) :

X 1 e +00

') + 0 -

1
c. f(1)=0et f(e) = —; on dresse le tableau de variations de la fonction f sur [1 ; +ool.
e

X 1 e +00
f'(x) + 0 -
1
e
0 0

3. a. D’apresletableau de variations sur I'intervalle [1; e], la fonction est strictement crois-
1
sante de 0 a — : 'équation f(x) = k avec 0 < k < — a donc d’apres le corollaire du

théoréme des valeurs intermédiaires une solution unique.
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1
b. D’apreés le tableau de variations f(x) < — (maximum de f) : 'équation f(x) = k avec
e

1
k > — n’a donc pas de solution
e

Partie B

Soit g la fonction définie sur R par: g(x) = el

On considere la suite (u,) définie par 1 =1 et, pour tout entier naturel 7 :
U,

Upil = et Clest-a-dire: Up+1 = 8 (Up).

1. Lafonction g est dérivable sur R et sur cet intervalle :

g'x)= ief : produit de deux facteurs supérieurs a zéro, cette dérivée est supérieure a zéro,
donc g est croissante sur R.
2. Soit &2, la propriété u, < uy+1 <e.
e [nitialisation
up=letu; =e =el =e.Onabien: uy<u; <e;la propriété est vraie pour n =0.
e Heérédité
Supposons que pour n € N, on ait u, < up+ <e€.
Par croissance de la fonction g, on a: g (u,) < g (un+1) < g(e) soit
Un+1 S Un+2 S 8 (€)
Org(e) = el ~ 1,97; donc g (e) < e et'encadrement précédent devient :
Up+1 < Upsp < €:la propriété est vraie aurang n+ 1.
e Conclusion
Lencadrement est vrai au rang 0 et s'il est vrai aurang n € N, il est vraiaurang n+1;
d’apres le principe de récurrence : quel que soit n €N, u, < U+ <e.
3. Lencadrement précédent montre :

— que la suite (u,) est croissante;
— que la suite (u,) est majorée par e.

Donc, d’apres le théoreme de la convergence monotone, la suite (u,,) est convergente vers
une limite inférieure ou égale a e.

x
4

On note ¢ la limite de la suite (u,) et on admet que ¢ est solution de I'équation : e = x.

3 X
4. Quel que soit x >0, el = x e 1 =Inx, par croissance de la fonction In.

x 1 Inx 1
Or i Inx < 15 soit finalement : f(x) = 1 avec f fonction définie dans la partie
X

A.

o~

1 1 1
5. Ona:e<4doncZ<—donc0<Z<
e

D’apres la question 3. a. de la partie A, 'équation f(x) = i a donc une solution unique sur
I'intervalle [1; e].

La calculatrice donne: f(1) =0et f(2) = IHTZ ~0,346;

f(1,4) =024 et f(1,5) =0,27,donc 1,4 < ¢ <1,5;

f(1,42) = 0,247 et f(1,43) = 0,251, donc 1,42 < ¢ < 1,43;

f(1,429) = 0,2498 et f(1,430) = 0,2501, donc 1,429 < ¢ < 1,430;

Finalement ¢ = 1,43 au centieme pres.
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ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 15
Métropole 9 septembre 2022

On considére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par f(x) = x— xInx,
ol In désigne la fonction logarithme népérien.

Partie A

1. On cherche la limite de f(x) quand x tend vers 0.
On sait que lig(} xInx=0donc linol fx)=0.
x>0 ;:0
2. On cherche lalimite de f(x) quand x tend vers +oo.
fx)=x(1-Inx).

lim Inx=+ocodonc lim 1-Inx=-oc0
X—+00 X—+00

Par produit de limites, on déduit : xlirp fx)=-o0
—+00

3. On admet que la fonction f est dérivable sur ]0 ; +ool et on note f’ sa fonction dérivée.

1
a. Pourtoutréel x>0,0ona: f'(x)=1-1xIlnx—xx — =—Inx.
X

b. On détermine le signe de f'(x) :

X 0 1 +00
Inx - (i) +
' + 4) -

f(1)=1-1In1=1; on établit le tableau des variations de la fonction f :

X 0 1 +00

£ + 0 -

[ / \

0 —00

4. Onrésout I'équation f(x) = x sur]0; +ool.
f)=x <= x-xlnx=x < —xlnx=0 <<= Inx=0 < x=1

Partie B

Dans cette partie, on pourra utiliser avec profit certains résultats de la partie A.
On considere la suite (u,,) définie par:

{ u = 05
Un+1 = Up— Uplnu, pour tout entier naturel r,
Ainsi, pour tout entier naturel n, ona: u,+1 = f (un).
1. On rappelle que la fonction f est croissante sur 'intervalle [0,5; 1].
Soit 22, la propriété: 0,5 < u, < Up+ < 1.
* Pour n=0, u, =up =0,5et u; = f(up) = f(0,5) = 0,85.
Onadonc 0,5 < uyp < u1 < 1, ce qui vaut dire que 22 est vraie.
* On suppose la propriété vraie au rang n, c’est-a-dire que 0,5 < u, < Uy < 1
La fonction f est croissante sur [0,5; 1] donc f(0,5) < f(u,) < f(up+1) < f(1).
Or f(0,5) = 0,85 > 0,5, f(un) = Un+1, fUn+1) = Upsz2 €t f(1) =1,
Onadonc: 0,5 < up+1 < Up+2 < 1, donc la propriété &2, est vraie.
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* La propriété &, est vraie au rang 0; de plus elle est héréditaire. Donc, d’apres le prin-
cipe de récurrence, la propriété est vraie pour tout entier naturel n.

On a donc démontré que, pour tout entier naturel 7, ona: 0,5 < u, < Up+ < 1.

2. a. Desinégalités 0,5 < u, < up+1 < 1, on peut déduire :

* u, < Un+ doncla suite (u,) est croissante;

* u, < 1donclasuite (u,) est majorée par 1.

D’apres le théoreme de la convergence monotone, on peut en déduire que la suite
(up) est convergente.

b. On note ¢ la limite de la suite (u;,).
Pour tout n, on a f(u,) = uu+1. La fonction f étant continue, la limite ¢ de la suite
(uy,) vérifie donc f(¢) = /.
Léquation f(x) = x a pour solution x = 1 donc on peut dire que ¢ = 1.

Partie C

Pour un nombre réel k quelconque, on considere la fonction f; définie sur ]0 ; +oo[ par :
fie(x) =kx—xInx.

1. On étudie les variations de la fonction f.

1
'(x)=k-Inx— —=k-1-1
fk(x) nx-—xx < nx

k-1

°f,é(x)=0<=>k—l—lnx=0<=>k—1=lnx<=>e =x

k—

* fix)>0 <= k-1-Inx>0 < k-1>Inx <= e s x

Donc f{(x)>0six< e* !, fl(x) =0six=e et fl(x) <Osix>ek

On en déduit que la fonction f; admet un maximum yy. atteint pour x; = e *~1.,

2. X = ek —1donc
Vi = fie(xp) = kxg — xpInxge = ke* 1 — ek llnek 1l =kekT-ek1(k-1)
=kekl_feklyekl=oekl=y

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE ’EXERCICE 16
Amérique du Sud 26 septembre 2022

Soit g la fonction définie sur I'intervalle 10 ; +oo[ par g(x) = 1+ x?[1 —2In(x)].
La fonction g est dérivable sur I'intervalle ]0 ; +ool et on note g’ sa fonction dérivée.
On appelle €6 la courbe représentative de la fonction g dans un repere orthonormé du plan.

PARTIEA
1. gle)=1+e?(1-2In(e))=1+e?(1-2)=1-e?
e >2donce?>4doncl-e?<0, etdonc g(e) <0.
2. lim In(x) = +oodonc lim 1-2In(x)=-oodonc lim x° (1-2In(x)) = —o0.
X—+00 X—+00 X—+00
On en déduit que lim g(x) = —oo.
X—+00
3. a. Pourxe]0;+o0[,ona:
2
g'(x) =2x(1-2In(x)) + x? (——) =2x—-4xIn(x) - 2x = —4xIn(x).
X
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b. Pour étudier le sens de variation de la fonction g sur l'intervalle ]0 ; +oo[, on déter-
mine le signe de g'(x) sur cet intervalle.

X 0 1 +o00
_4x —_ —_
In(x) - (|) +
g'(x) = —4xIn(x) + 4) -

Donc la fonction g
e est strictement croissante sur ]0;1[;
¢ est strictement décroissante sur |1 ; +oo[;
* admet en x = 1 un maximum égal a g(1) = 1+ 12 (1-1n(1)) = 2.

c. On trace le tableau des variations de la fonction g sur [1 ; +ool.

X 0 1 +00
g'(x) + ¢ -
2

. / \

D’apres ce tableau de variations, on peut dire que 'équation g(x) = 0 admet une so-
lution unique sur I'intervalle 11 ; +oo[. On appelle a cette solution.

g §W=2>0
© g(2)=—-0,55<0

g(1,8) ~ 0,43>0
g(1.9) = —0,024<0

g(1,89) = 0,024>0
g(1.90) = —0,024 <0

4. On en déduit le signe de la fonction g sur l'intervalle [1; +ool.

—00

}doncae [1;2]
}doncae (1,8;1,9]

} donc a € [1,89;1,90]

X 1 a +00
g(x) + ¢ -

PARTIE B

1. On admet que, pour tout x appartenant a l'intervalle [1 ; a], g"(x) = —4[In(x) + 1].
Sur [1; a],In(x) > 0doncln(x)+1>0donc —4(n(x)+1) <0.
On en déduit que g"(x) > 0 et donc que la fonction g est concave sur [1; a].

2. Sur la figure ci-contre, A et B sont les points A
de la courbe € d’abscisses respectives 1 et A
2
a. <
1
\ B
0 >
a
0 1 2
a. La droite (AB) a pour équation réduite :
- - -2 0-2 -2(x-1
Y7 _WeTI V72 = =—(x )+2
X—Xpn XB— XA x—-1 a-1 a—1
-2 2 2a—2 -2 2a
= y= X+ + = y=——x+——
a—1 a-1 a-1 a—1 a—1
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b. Surlintervalle [1; «], la fonction est concave, donc sa courbe représentative est située
au dessus de toute sécante, donc au dessus du segment [AB].
-2 2a
X+ —-.
a—1 a—1

On en déduit que sur [1; a],ona: g(x) >

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE UEXERCICE 17
Amérique du Sud 27 septembre 2022

Le but de cet exercice est d’étudier la fonction f, définie sur ]0 ; +oo[ ,par:

f(x) =3x—xIn(x) —2In(x).

PARTIE A : Etude d’une fonction auxiliaire g

Soit g la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par

g(x)=2(x—1)—xIn(x).

On note g’ la fonction dérivée de g. On admet que xlirP g(x) = —o0.
—+00

1. Calculer g(1) et g(e).
2. Déterminer lim0 g(x) en justifiant votre démarche.
X—+
3. Montrer que, pour tout x > 0, g'(x) =1-In(x).
En déduire le tableau des variations de g sur 10 ; +ool.

4. Montrer que I'équation g(x) = 0 admet exactement deux solutions distinctes sur 10 ; +oo[ :
1 et @ avec a appartenant a 'intervalle [e; +ocol.

On donnera un encadrement de a a 0,01 pres.

5. En déduire le tableau de signes de g sur 10 ; +ool.

PARTIE B : Etude de la fonction f

On considere dans cette partie la fonction f, définie sur ]0; +ool,par

f(x) =3x—xIn(x) —2In(x).

On note f’ la fonction dérivée de f.
La représentation graphique € de cette fonction f est donnée dans le repere (O | ) ci-
dessous. On admet que : lin(l) f(x) = +o0.
X—
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, \ff
\
1 \

A

1. Déterminer la limite de f en +oo en justifiant votre démarche.

2.  a. Justifier que pour tout x>0, f'(x)= @
X

b. En déduire le tableau des variations de f sur]0; +ool.

3. On admet que, pour tout x > 0, la dérivée seconde de f, notée f”, est définie par " (x) =
2—x
- x2 '
Etudier la convexité de f et préciser les coordonnées du point d’inflexion de €.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 18
Nouvelle-Calédonie 26 octobre 2022

fx) = x° - 6x+4In(x).

1. a. Onalimx®=lim—6x =0 et limInx = —oo, donc lim —4In x = —co et par somme de
x—0 x—0 x—0 x—0

limites : lirr(l)f(x) = —00.

X—
Graphiquement ce résultat montre que la droite d’équation x = 0 (axe des ordonnées
est asymptotoe verticale a ‘6 au voisinage de 0.

6
b. Ona puisque x>0, x*>-6x= x> (1— —).
X

6
e lim — =0,donc
X—+00 X

6

e lim 1-— =1 (par somme de limites), puis
X—+00 X

e lim x*=+o0,d’oul

X—+00

6
o lim x? (1 - =
X—+00 X

= +oo (par produit de limites) ; enfin

¢ lim In(x) = +oo, donc finalement :
X—+00

lim f(x) = +oo (par somme de limites).
X—+00
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2. a. Surlintervalle ]0; +ool, f estdérivable et sur cetintervalle :
1 2x>—6x+4
flx)=2x-6+4x — = ———,
X x
b. Comme x > 0, le signe du quotient est celui du numérateur, donc du trindme 2x? —
6x + 4 ou plus simplement du trinéme x? —3x + 2.
Celui-ci a une racine évidente : 1 et 'autre 2 (puisque le produit des racines est 2).
On alors que f'(x) est positif sauf sur I'intervalle ]1; 2[ ol f'(x) <0
La fonction f est donc croissante sauf sur I'intervalle 11; 2[ ol elle est décroissante.
Onaf(1)=1-6+4In1=0-5=—-5et f(2) =4-12+4In2=4In2-8 = —5,23.
D’ot1 le tableau de variations :

x |0 1 2 +00
f'x) + (i) - (il +
-5 +00

—00 In(2) -8

3. e Onaf(4)=16-24+4In4=-8+8In2=-2,45et f(5) =25-30+4In25=4In5-5~ 1,44;
o Sur I'intervalle [4; 5], la fonction est continue car dérivable et strictement croissante de
f(@)<0af(5)>0,donc:
d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un réel unique a €]4 ; 5[ tel que
fla)=0.

2x% -4

)

4. f(x)=

a. Ona2x’-4=0 < 2(x*-2)=0 < x*-2=0 < (x+V2)(x-Vv2) =0 <
X+v2=0 x=—-v2

{ x—v2=0 = { x=v2
Le trindme, donc f”(x) est positif sauf sur I'intervalle |-v2 ; v2[ ou ici puisque x >
0, f"(x) est positif sauf sur I'intervalle ]0 i V2 [ Conclusion :
« Surlintervalle 0; \/E], f"(x) <0, lafonction f est concave;
¢ Surl'intervalle ]\/E ; +00], f(x) > 0, la fonction f est convexe;
e f"(v2) =0 :le point d’abscisse v2, donc d’ordonnée f() =2-6v2+4Inv?2 =
2-6v2+4x %mz =2-6v2+2In2 est le point d'inflexion de €/, car en ce point la
dérivée seconde s’annule en changeant de signe.

b. « Pour k €]0; v2[, [AM;] est une corde de la courbe d’'une fonction concave donc
[AM] est en dessous de €.

e Pour k€]V2; +ool, [AM;] est une corde de la courbe d'une fonction convexe donc
[AM;] est au-dessus de %f.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 19
Nouvelle-Calédonie 27 octobre 2022

Principaux domaines abordés : fonctions, fonction logarithme.
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Soit f la fonction définie sur l'intervalle ]0 ; +ool par :

fx) =xIn(x)—x-2.

. Somme de produits de fonctions dérivables sur 10 ; +oo[, f est dérivable et sur cet

intervalle :

1
ffx)=Inx+xx—-1=lnx+1-1=Inx.
X

. Ona f(e)=elne—e—-2=-2.

Deplus f'(e)=Ine =1.
Onsaitque M(x; y)e(T) <= y—(-2)=1(x—e) <= y=x—-2—e.

1
. De f'(x) =Inx, on en déduit que f"(x) = —.
X

Comme x > 0, on a donc f”(x) > 0 sur ]0; +ool : la fonction f est donc convexe sur
cet intervalle.

d. Le résulta précédent montre que la courbe € est au dessus de la tangente T.

a. On sait que lin(l) xIlnx =0, que lin(l) x =0, donc par somme de limites lin(l) fx)=-2
X— X— X—

. On a pour tout réel x €]0 ; +ool, on peut écrire :

fx) =x[n(x)-1]-2.
Comme xlirP Inx—1=+o0et xlirP X = +o00, on a par produit de limites : xlirp flx) =
+00.

3. Ona f’(x) =Inx. On sait que :

4.

e sur]0; 1[,Inx < 0:donc f décroit sur cet intervalle;

e sur]l; 4+oo[, Inx >0:donc f croit sur cet intervalle;

e f(1)=—-1-2=-3estdoncle minimum de f sur]0; +ool.
D’oli le tableau de variations :

x |0 1 +00
' - 0 +
o +00
-3

a. Le tableau de variations montre que sur l'intervalle |1 ; +ool, f est strictement crois-

sante de —3 a plus l'infini.

f étant continue car dérivable, le théoréme des valeurs intermédiaires montre qu’il
existe un réel unique a de 11 ; +oo[ tel que f(a) = 0.

. Ona f(4,3) = -0,028 et f(4,4) = 0,119.

D’apres le méme théoréme ceci montre que a €]4,3 ; 4,41.

. Conclusion :

e surl0; al, f(x) <0;
e surja; +ool, f(x) >0;

. fla)=0.

La fonction seuil (0.01) renvoie la valeur 4,32.
Ceci donne I'encadrement de a au centieme pres : 4,31 < a < 4,32.
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