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EXERCICE 1 Amérique du Nord 21 mai 2024

Le but de cet exercice est d’étudier la fonction f définie sur l'intervalle ]0 ; +oo[ par:
1
f)=xIn(x*)-=-.
X

Partie A : lectures graphiques

On a tracé ci-dessous la courbe représentative (¢ ) de la fonction f, ainsi que la
droite (T), tangente a la courbe (6) au point A de coordonnées (1 ; —1).
Cette tangente passe également par le point B(0 ; —4).

6)\ //
‘5f/

i et

. )
Sz

1. Lire graphiquement f’(1) et donner I’équation réduite de la tangente (T).

2. Donner les intervalles sur lesquels la fonction f semble convexe ou concave.
Que semble représenter le point A pour la courbe (€¢)?

Partie B : étude analytique

1. Déterminer, en justifiant, la limite de f en +oo, puis sa limite en 0.
2. On admet que la fonction f est deux fois dérivable sur I'intervalle ]0 ; +ool.
a. Déterminer f’(x) pour x appartenant a I'intervalle ]0 ; +ool.

b. Montrer que pour tout x appartenant a l'intervalle ]0 ; +ool,

f"(x) _ 2(x+ 1)3()6 1).
3. a. Ftudierla convexité de la fonction f surl'intervalle ]0; +ool.
b. Etudier les variations de la fonction f”, puis le signe de f’(x) pour x apparte-
nant a l'intervalle ]0 ; +ool.
En déduire le sens de variation de la fonction f sur l'intervalle ]0 ; +ool.
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4. a. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution a sur l'intervalle
10; +ool.

b. Donner la valeur arrondie au centiéme de a et montrer que «a vérifie :

1
2 _
a —CXP(E).

EXERCICE 2 Amérique du Nord - 22 mai 2024

Soit a un réel strictement positif.
On considere la fonction f définie sur 'intervalle 10 ; +oo[ par

f(x) = aln(x).

On note ¥ sa courbe représentative dans un repere orthonormé.
Soit xp un réel strictement supérieur a 1.

1. Déterminer I'abscisse du point d’'intersection de la courbe € et de 1'axe des abs-
cisses.

2. Vérifier que la fonction F définie par F(x) = a[xIn(x) — x] est une primitive de la
fonction f surl'intervalle ]0; +ool.

3. En déduire I'aire du domaine bleuté en fonction de a et de x;.

YA

On note T la tangente a la courbe ¥ au point M d’abscisse xy.
On appelle A le point d’intersection de la tangente T avec I'axe des ordonnées et B le
projeté orthogonal de M sur 'axe des ordonnées.
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4. Démontrer que la longueur AB est égale a une constante (c’est-a-dire a un nombre
qui ne dépend pas de xp) que 'on déterminera.

Le candidat prendra soin d’expliciter sa démarche.

EXERCICE 3 Centres étrangers 5 juin 2024

On considere la fonction f définie sur I'intervalle [0; 1] par
fx)=2xe™*.
On admet que la fonction f est dérivable sur I'intervalle [0; 1].

1. a. Résoudre surl'intervalle [0; 1] I'équation f(x) = x.

b. Démontrer que, pour tout x appartenant a 'intervalle [0; 1],
flx)=20-xe™".

c. Donner le tableau de variations de la fonction f sur l'intervalle [0; 1].
On considere la suite (u,) définie par uy = 0,1 et pour tout entier naturel 7,

Un+1 = f (Up).

2. a. Démontrer par récurrence que, pour tout n entier naturel,

0L u,<upys <L

b. En déduire que la suite (u,) est convergente.
3. Démontrer que la limite de la suite (u;) est In(2).

4. a. Justifier que pour tout entier naturel n, In(2) — u, est positif.
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b. On souhaite écrire un script Python qui renvoie une valeur approchée de
In(2) par défaut a 10~ pres, ainsi que le nombre d’étapes pour y parvenir.

Recopier et compléter le script ci-dessous afin qu’il réponde au probléme
posé.

def seuil() :
n=0
u=0.1
whileIn (2) —u...0.0001 :
n=n+l
u=...
return (u, n)

c. Donner la valeur de la variable n renvoyée par la fonction seuil ().

EXERCICE 4 Centres étrangers J2 - 5 juin 2024

On considere la fonction f définie sur l'intervalle | —oco; 1[ par

ex

flx) =

x—1

On admet que la fonction f est dérivable sur I'intervalle ] —oco; 1[.
On appelle ¥ sa courbe représentative dans un repére.

1. a. Déterminer la limite de la fonction f en 1.
b. En déduire une interprétation graphique.
2. Déterminer la limite de la fonction f en —oo.
3. a. Montrer que pour tout réel x de I'intervalle ] —oco; 1[, on a
_ (x-2)e x

' (x=12°

b. Dresser, en justifiant, le tableau de variations de la fonction f sur I'intervalle
]—o0; 1[.

4. On admet que pour tout réel x de l'intervalle ]] —oo; 1[, on a

"o = (x> —4x+5)e”
F =

a. Ftudier la convexité de la fonction f surl'intervalle ] —oo; 1[.

b. Déterminer I'équation réduite de la tangente T a la courbe ¥ au point d’abs-
cisse 0.
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c. En déduire que, pour tout réel x de I'intervalle | —oco; 1[,on a:

e*>(-2x-D(x-1).
5. a. Justifier quel’équation f(x) = —2 admet une unique solution a sur l'intervalle
]—0o0; 1[.

b. Alaide dela calculatrice, déterminer un encadrement de a d’amplitude 1072.

EXERCICE 5 Centres étrangers J2 - 5 juin 2024

Partie A

On considere la fonction f définie sur I'intervalle [0 ; +oco[ par
f)=vx+1.
On admet que cette fonction est dérivable sur ce méme intervalle.

1. Démontrer que la fonction f est croissante sur I'intervalle [0 ; +ool.

2. Démontrer que pour tout nombre réel x appartenant a l'intervalle [0; +ool :

42

x+1+x'

3. En déduire que sur l'intervalle [0 ; +oo[ 'équation f(x) = x admet pour unique
solution :

1
o 1V5
2

Partie B

On considere la suite (u,) définie par ©y =5 et pour tout entier naturel n, par
Un+1 = f (uy) ot f estla fonction étudiée dans la partie A.
On admet que la suite de terme général u,, est bien définie pour tout entier naturel

1. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel 7, on a

I < up+1 < Up.

2. En déduire que la suite (u,) converge.

) _ 1+v5
3. Démontrer que la suite (u,) converge vers ¢ = >
4. On considere le script Python ci-dessous :
Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 8
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from math import *
def seuil(n) :
u=>5
i=0
¢ = (1+sqrt(5))/2
while abs(u-¢) >= 10**(-n) :
u = sqrt(u+1)
i=i+1
return(i)

© 00 NO O~ WN =

On rappelle que la commande abs(x) renvoie la valeur absolue de x.

a. Donner la valeur renvoyée par seuil (2).

b. Lavaleur renvoyée par seuil (4) est9.
Interpréter cette valeur dans le contexte de |'exercice.

EXERCICE 6 Asie 10 juin 2024

On considére une fonction f définie sur [0 ; +ool, représentée par la courbe € ci-
dessous. 5
La droite T est tangente a la courbe % au point A d’abscisse 3
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1. Dresser, par lecture graphique, le tableau des variations de la fonction f sur I'in-
tervalle [0; 5].
2. Que semble présenter la courbe € au point A?
3. La dérivée f’ et la dérivée seconde f” de la fonction f sont représentées par les
courbes ci-dessous.
Associer a chacune de ces deux fonctions la courbe qui la représente.
Ce choix sera justifié.
e — > A
—65 40,5 1,0 1,872,025 3,0 3,5 4,0 4,5 50 \
—4 / 14 \
-6 12
8 \
1 // 10 \
-12 8
[
14 ] \ €
~16 \
~18 / 4
-20 Il o1 2
-22 \
Byl 0
26 -0 0,5 1,0 1,5 20 2,5 3]0 3,5 4,0 4,5 5,0
Courbe %6 Courbe 6>
A
6 1/
(@7
/ 6
4. La courbe 63 ci-contre peut-elle étre la \\
représentation graphique sur [0 ; +oo[ 4 \
d’une primitive de la fonction f? \\
Justifier. 2 \\
N
\\\
0 Eeal
0 051015202530 35 40 45 50
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Partie B

Dans cette partie, on considere que la fonction f, définie et deux fois dérivable sur
[0; +ool, est définie par
f(x)=(4x-2)e >,

On notera respectivement f’ et f” la dérivée et la dérivée seconde de la fonction f.

1. Etude de la fonction f
a. Montrer que f’(x) = (—4x+6)e ~*"L,

b. Utiliser ce résultat pour déterminer le tableau complet des variations de la
fonction f sur [0; +oo[. On admet que xliIP fx)=0.
—+00

c. Etudier la convexité de la fonction f et préciser I'abscisse d’un éventuel point
d’inflexion de la courbe représentative de f.

2. On considére une fonction F définie sur [0 ; +oo[ par F(x) = (ax+b)e ™!, ot a et
b sont deux nombres réels.

a. Déterminer les valeurs des réels a et b telles que la fonction F soit une primi-
tive de la fonction f sur [0; +ool.

b. On admet que F(x) = (-4x —2)e ~**! est une primitive de la fonction f sur
[0; +ool.
En déduire la valeur exacte, puis une valeur approchée a 102 pres, de I'inté-
grale

8
I:f3 fx)dx.
D 2

3. Une municipalité a décidé de
construire une piste de trotti-
nette freestyle.

Le profil de cette piste est donné
par la courbe représentative de
la fonction f sur lintervalle
(35 8].

L'unité de longueur estle metre. 15 20 2,5 3,0 3,5 4,0 45 50 55 6,0 65 7,0 7,5 8,0

a. Donner une valeur approchée au cm pres de la hauteur du point de départ D.

b. Lamunicipalité a organisé un concours de graffiti pour orner le mur de profil
de la piste. L'artiste retenue prévoit de couvrir environ 75 % de la surface du
mur.

Sachant qu'une bombe aérosol de 150 mL permet de couvrir une surface de
0,8 m?, déterminer le nombre de bombes qu’elle devra utiliser pour réaliser
cette ceuvre.

Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 11
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EXERCICE 7 Asie 11 juin 2024

On considere la fonction f définie sur ]0; +ool par

f(x) = x* — xIn(x).

On admet que f est deux fois dérivable sur ]0; +oo].
Onnote f’la fonction dérivée de la fonction f et f” 1a fonction dérivée de la fonction

Partie A : Etude de la fonction f

1. Déterminer les limites de la fonction f en 0 et en +oco.
2. Pour tout réel x strictement positif, calculer f’(x).

3. Montrer que pour tout réel x strictement positif :

2x—1

f”(x) —

4. Ftudier les variations de la fonction f' sur 10 ; +ool, puis dresser le tableau des
variations de la fonction f’ sur]0; +ool.

On veillera a faire apparaitre la valeur exacte de I'extremum de la fonction f’ sur
10; +ool.

Les limites de la fonction f’ aux bornes de l'intervalle de définition ne sont pas
attendues.

5. Montrer que la fonction f est strictement croissante sur ]0; +ool.

Partie B : Etude d’'une fonction auxiliaire pour la résolution de I'équation f(x) = x

On consideére dans cette partie la fonction g définie sur 10 ; +oo[ par

g(x) =x—In(x).

On admet que la fonction g est dérivable sur ]0 ; +oo[, on note g’ sa dérivée.

1. Pour tout réel strictement positif, calculer g’(x), puis dresser le tableau des varia-
tions de la fonction g.

Les limites de la fonction g aux bornes de l'intervalle de définition ne sont pas
attendues.

2. On admet que 1 est 'unique solution de I'équation g(x) =1.
Résoudre, sur l'intervalle ]0 ; +oo[, 'équation f(x) = x.

Partie C : Etude d’une suite récurrente
On considere la suite (u,) définie par ug = 3 et pour tout entier naturel r,

Uns1 = f (up) = uf, —upIn(uy).
1. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n :

SUp<Upp <L
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2. Justifier que la suite (1) converge.
On appelle ¢ la limite de la suite (i,,) et on admet que ¢ vérifie I'égalité f(¢) = ¢.

3. Déterminer la valeur de ¢.

EXERCICE 8 Métropole 19 juin 2024

1
La fonction f est définie sur I'intervalle 10 ; +oo[ par: f(x) =x—-2+ > Inx, o1 In dé-

signe la fonction logarithme népérien. On admet que la fonction f est deux fois dérivable
sur ]0; +oo[, on note f’ sa dérivée et f” sa dérivée seconde.

1. a. Déterminer, en justifiant, les limites de f en 0 et en +co.

2x+1

b. Montrer que pour tout x appartenanta]0; +oo[,ona: f'(x)= 5
x

e

Etudier le sens de variation de f sur]0; +ool.

e

Etudier la convexité de fsur]0; +ool.

2. a. Montrer que 'équation f(x) = 0 admet dans ]0 ; +oo[ une solution unique
qu’'on notera «a et justifier que a appartient a l'intervalle [1 ; 2].

b. Déterminer le signe de f(x) pour x €]0; +ool.

c. Montrer que In(a) =22 - a).

Partie B : étude de la fonction g.

7 1
La fonction g est définie sur ]0; 1] par: g(x) = —gxz +x— sz Inx.

On admet que la fonction g est dérivable sur ]0; 1] et on note g’ sa fonction dérivée.

1. Calculer g’(x) pour x €]0; 1] puis vérifier que g'(x) = xf (%)
2.  a. Justifier que pour x appartenant a l'intervalle |0 ; é ,ona f (%) > 0.
b. On admet le tableau de signes suivant :
x 0 1 1
Signe de f (1) + -

En déduire le tableau de variations de g sur I'intervalle ]0 ; 1]. Les images et
les limites ne sont pas demandées.

Partie C : un calcul d’aire.

On areprésenté sur le graphique ci-dessous :

— La courbe €y de la fonction g;

Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 13
Lycée International Frangais Saint Exupéry - Brazzaville (Congo)



7
— Laparabole &2 d’équation y = —§x2 + x sur l'intervalle 10 ; 1].

0,1 {

|

|

|

|

|

|

|

|

|
T T T T T l T
0 0,1 1
a

—_—

On souhaite calculer I'aire </ du domaine hachuré compris entre les courbes €, et

1
2, et les droites d’équations x = p etx=1.
On rappelle que In(a) = 2(2 — a).

1. a. Justifier la position relative des courbes Cq et & sur I'intervalle ]10; 1].

b. Démontrer I'égalité :

1 —a®-6a+13
f PInxdx= ———M—
1 9a3

a

2. En déduire I'expression en fonction de a de l'aire <.

EXERCICE 9 Métropole 19 juin 2024 J1 (secours)

Partie A : étude d’'une fonction
On considére la fonction f définie sur R par
f=x-In(x*+1),

ol In désigne la fonction logarithme népérien.

1. On admet que f est dérivable sur R et on note f’ sa fonction dérivée.

a. Montrer que pour tout nombre réel x, on a:

,o (x=1)?
f(x)—ix

Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques
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b. En déduire le sens de variation de la fonction f sur R.

2. Montrer que pour tout nombre réel x >0,on a:

1
fx) :x—Zln(x)—ln(1+;).

3. Calculer la limite de la fonction f en +oo.
Partie B : étude d’'une suite

On considere la suite (u;) définie par :

u = 7
{ Un+1 = [ (uy) u, —In(u? +1) pour tout neN

1. Montrer, en utilisant un raisonnement par récurrence, que pour tout entier naturel
n:u,=0.

2. Montrer que la suite (1) est décroissante.
3. En déduire la convergence de la suite (uy,).
4. On note ¢ la limite de la suite (u,). Déterminer la valeur de .

5. a. Recopier et compléter le script ci-dessous écrit en langage Python afin qu'il
renvoie la plus petite valeur de 'entier n a partir de laquelle u, < h, ou h est
un nombre réel strictement positif.

from math import log as In
#permet d’utiliser la fonction In
#Le Logarithme népérien

def seuil(h) :
n=0
u="7
while...:
n=n+l
u=...
returnn

b. Déterminer la valeur renvoyée lorsqu’on saisit seuil(0.01) dans la console Py-
thon. Justifier la réponse.

Partie C: calcul intégral

1. Etudier le signe de la fonction f sur [0 ; +ool.

2. Interpréter graphiquement l'intégrale :

4
I:f fx)dx.
2

3. On admet dans cette question que, pour tout nombre réel x € [2 ; 4], on a I'enca-
drement :

0,5x-1< f(x) <0,25x+0,25.

En déduire ’encadrement :

1<I1<2.
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EXERCICE 10 Métropole 20 juin 2024

On considére une fonction f définie et deux fois dérivable sur ] —2 ; +oo[. On note
6 sa courbe représentative dans un repére orthogonal du plan, f’ sa dérivée et " sa
dérivée seconde.

On a tracé ci-dessous la courbe €’ et sa tangente T au point B d’abscisse —1.

On précise que la droite T passe par le point A0 ; —1).

A
14

Cr

Partie A : exploitation du graphique
ATaide du graphique, répondre aux questions ci-dessous.

1. Préciser f(-1) et f'(-1).
2. Lafonction f est-elle convexe sur son ensemble de définition? Justifier.

3. Conjecturer le nombre de solutions de I'équation f(x) = 0 et donner une valeur
arrondie & 10~! pres d'une solution.

Partie B : étude de la fonction f

On consideére que la fonction f est définie sur ] -2 ; +oo[ par

f(x)=x*+2x-1+In(x+2),

ol In désigne la fonction logarithme népérien.
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. Montrer que pour tout x > -2, f'(x) =

. Déterminer par le calcul la limite de la fonction f en —2.

Interpréter graphiquement ce résultat.
On admet que lim f(x) = +oo.
X—+00

2x%+6x+5

x+2
Etudier les variations de la fonction f sur] -2 ; +oo[ puis dresser son tableau de
variations complet.

. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution « sur ] -2 ; +oo[ et

donner une valeur arrondie de a 2 1072 prés.

5. En déduire le signe de f(x) sur]—2; +ool.

Soit g la fonction définie sur ] -2 ; +oo[ par

Montrer que €y admet un unique point d’'inflexion et déterminer son abscisse.

Partie C : une distance minimale

A
g(x) =In(x+2). 1,04
On note 6, sa courbe représentative dans 0,8 |
X . - - £ €,
un repére orthonormé (O; 1, ] ), repré- i :
sentée ci- contre. :
Soit M un point de € d’abscisse x. 0,4 |
Le but de cette partie est de déterminer :
. 02
pour quelle valeur de x la distance JM est |
minimale. | | l | | e >
On considére la fonction & définie sur -02 0 02X04 06 08 10

] -2; +ool par h(x) = JM?.

1.

2.

3.

Justifier que pour tout x > -2, ona: h(x) = x> + [In(x +2) — 1]2.

On admet que la fonction & est dérivable sur ] — 2 ; +oo[ et on note k' sa fonction
dérivée.

On admet également que pour tout réel x > -2,

ol f estla fonction étudiée en partie B.

a. Dresser le tableau de variations de & sur ] —2 ; +ool. Les limites ne sont pas
demandées.

b. En déduire que la valeur de x pour laquelle la distance JM est minimale est «
ol a est le nombre réel défini a la question 4 de la partie B.

On notera M, le point de 6, d’abscisse a.

a. Montrer que ln(a+2) =1-2a— a?.

b. En déduire que la tangente a 6 au point M, et la droite (JM,) sont perpen-
diculaires.
On pourra utiliser le fait que, dans un repére orthonormé, deux droites sont
perpendiculaires lorsque le produit de leurs coefficients directeurs est égal

N

a-—1.
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EXERCICE 11 Meétropole 20 juin 2024 J2 (dévoilé)

Soit f une fonction définie et deux fois dérivable sur R. On note f’ sa fonction dérivée
et ' sa dérivée seconde.
Dans le repére orthonormé ci-dessous ont été représentés :

* la courbe représentative 6 de la fonction f’;
¢ latangente T a ‘6 en son point N(0; 2);
* le point M(-2; 0) appartenant a 6y et P(2; 0) appartenanta la tangente 7.

On précise que la fonction f est strictement positive sur I'intervalle [0 ; +oo[ et qu’elle
est strictement croissante sur l'intervalle | —oo; —1].

Partie A : étude graphique

On répondra aux questions suivantes en utilisant le graphique.

1. a. Donner f(0).

b. Déterminer f'(0).

2. Résoudre I'équation f(x) =0.

3. Lafonction f est-elle convexe sur R? Justifier.

4. Parmiles courbes suivantes, indiquer laquelle peut représenter une primitive de la
fonction f sur R. Justifier.

Lycée International Frangais Saint Exupéry - Brazzaville (Congo)

Courbe 1 Courbe 2 Courbe 3
A \ Y\
2 2
% \ — | —t—= % ; \‘—Pf —
—2—]‘1\0/&/;7:567 - 1 3 45 2114123 4567
_2 3 - _2 4
_3 3 _3 4
_4 —+4 - _4 34
_5 . . - _5 4
_6 3 - _6 4
_7 —+4 - _7 34
o _4 o _4 o _4
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Partie B : recherche d’une expression algébrique
On admet que la fonction f est de la forme
f(x) = (ax+b)e,

ol a,b et A sont des constantes réelles.
Pour répondre aux questions suivantes, on utilisera les résultats de la partie A.

1. Justifier que b =2.
2. Justifier que —2a + b = 0 puis en déduire la valeur de a.

3. Déterminer une expression algébrique de f. Justifier.

Partie C: étude algébrique

On admet que la fonction f est définie sur R par

fx)=x+2)e ™.

1. Déterminer la limite de f en —oo.
2. On admet que f’(x) = (—x—1)e ~*. Dresser le tableau de variations complet de f.
Justifier.
3. a. Etudierla convexité de f.
b. Préciser les coordonnées des éventuels points d’inflexion de la courbe €.

4. Pour tout nombre réel ¢ > 0, on pose :

t
I(t):f f(x)dx.
-2

a. En utilisant une intégration par parties, montrer que :

I(t)=(-t-3)e '+ e

b. En déduire un exemple de surface non limitée dont I'aire est finie.

EXERCICE 12 Polynésie 19 juin 2024

Lobjectif de cet exercice est de conjecturer en partie A puis de démontrer en partie B
le comportement d’une suite.
Les deux parties peuvent cependant étre traitées de maniere indépendante.
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On considere la suite (u;) définie par 1y =3 et pour tout n e N :

Up+1 = .
5_u"

Partie A

1. Recopier et compléter la fonction Python suivante suite(n) qui prend comme
parametre le rang n et renvoie la valeur du terme u;,.

def suite(n):
u= ...
for i in range(n)

return u

2. Lexécution de suite(2) renvoie 1.3333333333333333.
Effectuer un calcul pour vérifier et expliquer cet affichage.

3. ATlaide des affichages ci-dessous, émettre une conjecture sur le sens de variation
et une conjecture sur la convergence de la suite (u,,).

» suite(2)
1.3333333333333333
» suite(5)
1.0058479532163742
» suite(10)
1.0000057220349845
» suite(20)
1.000000000005457

Partie B

On considere la fonction f définie et dérivable sur l'intervalle ] —oo ; 5[ par :

4
fx)=——

5-x

Ainsi, la suite (u,,) est définie par uy =3 et pour tout n € N, ;41 = f (Uy).

1. Montrer que la fonction f est croissante sur l'intervalle | —oo; 5[.

2. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n on a:

IS up1 Sup <4

3. a. Soit x unréel del'intervalle ] —oco; 5.
Prouver I'équivalence suivante :

fX)=x < x*>—5x+4=0.

b. Résoudre f(x) = x dans l'intervalle ] —oco; 5[.
4. Démontrer que la suite (u,) est convergente.
Déterminer sa limite.
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5. Le comportement de la suite serait-il identique en choisissant comme terme initial
up =4 aulieude ug=3?

EXERCICE 13 Polynésie 21 juin 2024

On considere la suite (u;) définie par :
. Un
up =8 etpour tout entier naturel n, up+; =u,—In (T)

1. a. Donner les valeurs arrondies au centieme de u; et u.

b. On considére la fonction mystere définie ci-dessous en Python. On admet
que, pour tout réel strictement positif a, 1og(a) renvoie la valeur du loga-
rithme népérien de a.

def mystere(k) :
u=8
S=0
foriin range(k) :
S=S+u
u=u-log(u/4)
return S

Lexécution de mystere (10) renvoie 58.44045206721732. Que représente
ce résultat?

c. Modifier la fonction précédente afin qu’elle renvoie la moyenne des k pre-
miers termes de la suite (u;,).

2. On considere la fonction f définie et dérivable sur [0 ; +oo[ par :

fx) :x—ln(g).

On donne ci-dessous une représentation graphique ¢y de la fonction f pour les
valeurs de x comprises entre 0 et 6.
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Cr

0 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5

o ¥

Etudier les variations de [ sur [0; +ool et dresser son tableau de variations.

On précisera la valeur exacte du minimum de f sur[0; +ool. Les limites ne sont pas
demandeées.

Dans la suite de 'exercice, on remarquera que pour tout entier naturel n, u;.; =

f (up).

3. a. Démontrer, par récurrence, que pour tout entier naturel 7, on a:

1< upt1 < up.
b. En déduire que la suite (1) converge vers une limite réelle.
On note ¢ la valeur de cette limite
c. Résoudre I'équation f(x) = x.

d. En déduire la valeur de ¢.

EXERCICE 14 Métropole Antilles-Guyane 11 septembre 2024

Les deux parties sont indépendantes.
Partie A

Un artisan crée des bonbons au chocolat dont la forme rappelle le profil de la mon-
tage locale représentée en Figure 1. La base d'un tel bonbon est modélisée par la surface
grisée, définie ci-dessous dans un repeére orthonormé d’unité 2 cm (Figure 2).
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[

Acm = -

Figure 1 Figure 2

Cette surface est délimitée par I'axe des abscisses et la représentation graphique no-
tée <€f de la fonction f définie sur [-1; 1] par:
f=01-x*)e".

L'objectif de cette partie est de calculer le volume de chocolat nécessaire a la fabrica-
tion d'un bonbon au chocolat.

1. a. Justifier que pour tout x appartenant a l'intervalle [-1; 1] ona f(x) > 0.

b. Montrer al'aide d'une intégration par parties que :

1 1
f f(x)dx:2f xe*dx.
-1 1

2. Levolume 7 de chocolat, en cm3, nécessaire ala fabrication d'un bonbon est donné
par:

V=3x8

ol S est l'aire, en cm?, de la surface colorée (Figure 2).
En déduire que ce volume 7, arrondi a 0,1 cm3 pres, est égal a 4,4 cm3.

Partie B

On s'intéresse maintenant au bénéfice réalisé par l'artisan sur la vente de ces bon-
bons au chocolat en fonction du volume hebdomadaire des ventes.

Ce bénéfice peut étre modélisé par la fonction B définie sur 'intervalle [0,01 ; +oco]
par:

B(q) =8g°*12-31n(q)] - 3.

Le bénéfice est exprimé en dizaines d’euros et la quantité g en centaines de bonbons.
On admet que la fonction B est dérivable sur [0,01 ; +oo[. On note B’ sa fonction
dérivée.
1. a. Déterminer lim B(qg).
g—+00
b. Montrer que, pour tout g > 0,01, B'(g) =8¢(1 —61In(g)).

c. Etudierle signe de B'(g), et en déduire le sens de variation de B sur [0,01 ; +ool.
Dresser le tableau de variation complet de la fonction B.

d. Quel est le bénéfice maximal, a I'euro pres, que peut espérer I'artisan?
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2. a. Montrer que 'équation B(g) = 10 admet une unique solution f sur l'inter-
valle [1,2 ; +ool.

Donner une valeur approchée de 2 1073 pres.
b. Onadmet quel’équation B(g) = 10 admet une unique solution a sur [0,01; 1,2][.
On donne «a = 0,757.

En déduire le nombre minimal et le nombre maximal de bonbons au chocolat
a vendre pour réaliser un bénéfice supérieur a 100 euros.

EXERCICE 15 Amérique du Sud 21 novembre 2024

On considere I'équation différentielle

/ 1 —1x
(B): y +Zy=206 e
d’inconnue y, fonction définie et dérivable sur I'intervalle [0 ; +oo[.

1. Déterminer la valeur du réel a tel que la fonction g définie sur l'intervalle [0 ; +oo
1
par g(x) = axe ™ +* soit une solution particuliere de I'équation différentielle (E).

2. On considere I'équation différentielle
!/ / 1
(EY: y + Zy =0,

d’inconnue y, fonction définie et dérivable sur l'intervalle [0 ; +ool.
Déterminer les solutions de I'équation différentielle (E’).

3. En déduire les solutions de I'équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution f de I'équation différentielle (E) telle que f(0) = 8.

PARTIE B

On considere la fonction f définie sur I'intervalle [0 ; +oco[ par
£(x) = (20x +8)e 1%,

On admet que la fonction f est dérivable sur l'intervalle [0 ; +oo[ et on note f’ sa
fonction dérivée sur 'intervalle [0 ; +oo[. De plus, on admet que lirp fx)=0.
X—+00

1. a. Justifier que, pour tout réel x positif,

F(x) = (18-5x)e 1%,

b. En déduire le tableau de variations de la fonction f. On précisera la valeur
exacte du maximum de la fonction f sur l'intervalle [0; +oo].
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2. Dans cette question on s’intéresse a 'équation f(x) = 8.
a. Justifier que I'équation f(x) = 8 admet une unique solution, notée @, dans
I'intervalle [14; 15].
b. Recopier et compléter le tableau ci-dessous en faisant tourner étape par étape
la fonction solution_equation ci-contre, écrite en langage Python :

from math import exp
def f(x) :
return (20*x+8)*exp(-1/4*x)
a 14
b 15 def solution_equation() :
b=14,15
— 1 a, )
b-a while b-a>0.1:
m 14,5 m = (a+b)/2
Condition if f 8-
FAUX ifm) >
fim)>8 | a=m
else:
| b=m
return a,b

c. Quel est 'objectif de la fonction solution_equation dans le contexte de la
question?

EXERCICE 16 Amérique du Sud 22 novembre 2024

Partie 1

On considere la fonction f définie sur 'ensemble des nombres réels R par :

f)=(x*-4)e™™

On admet que la fonction f est dérivable sur R et on note f’ sa fonction dérivée.

1. Déterminer les limites de la fonction f en —co et en +oo.
2. Justifier que pour tout réel x, f'(x) = (—x* +2x+4) e .

3. En déduire les variations de la fonction f sur R.

Partie 2

0
On considere la suite (1) définie pour tout entier naturel n par I, = f x"e *dx.
-2

1. Justifier que Iy = e —1.

2. En utilisant une intégration par partie, démontrer 1'égalité :

Lns1= (=22 + (n+11I,.
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3. En déduire les valeurs exactes de I; et de I».

Partie 3

1. Déterminer le signe sur R de la fonction f
définie dans la partie 1.

~1

2. On areprésenté ci-contre la courbe € de ;
la fonction f dans un repére orthonormé
(O 31, ] )

Le domaine D du plan hachuré ci-contre

est délimité par la courbe <€f, l'axe des
abscisses et 'axe des ordonnées.

Calculer la valeur exacte, en unité d’aire,
de I'aire S du domaine D.

SR

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 1
Amérique du Nord 21 mai 2024

Le but de cet exercice est d’étudier la fonction f définie sur I'intervalle ]0 ; +ool par:

1
_ AN
f(x) = xIn(x?) ;e

Partie A : lectures graphiques

On a tracé ci-dessous la courbe représentative (¢r) de la fonction f, ainsi que la
droite (T), tangente a la courbe (¢ ) au point A de coordonnées (1; —1).
Cette tangente passe également par le point B(0 ; —4).

P

/

A

N
>

V4

Y

1 >
Al

-2 /

_3 /

-4

B
-7 1
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1. Le coefficient directeur de la tangente au point d’abscisse 1 est le nombre dérivé

3
f'(1); onlit sur le graphique f'(1) = = 3.

Lordonnée a l'origine est égale a —4, donc 'équation réduite de la tangente (T) est

Mx; y)e(T) < y=3x-4.

2. « il semble que f est concave sur]0; 1[;

« il semble que f est convexe sur ]1; +ool.

Le point A semble étre un point d’inflexion de la courbe (¢ ).

Partie B : étude analytique

1.

1
e Ona lim —=0, lim x=+ooet lim In(x?) = +oco;donc par produit de limites

X—+00 X X—+00 X—+00

xglllw f(x) = +o0.

1 1
e Avec f(x) =2xlnx - —, on sait que lir%xlnx =0et lim — = +o0, donc
X x—

x—0 X

liII(l) f(x) = —oo (I'axe des ordonnées est asymptote verticale de (<€f) au voisinage
x—>

de zéro.

2. On admet que la fonction f est deux fois dérivable sur I'intervalle ]0 ; +oo].

a.
b.
3. a
b.
4, a

1
Les fonctions x — x, x—In (xz) et x — —— sont dérivables sur ]0 ; +oo]
X

etl'ona:
(%) =In(x?) + x x 2—x+i —ln(x2)+2+i ou f'(x) —21nx+2+i sur
o _[ 22 22 = 2

; +ool.

En dérivant f'(x) on obtient :

2_2 2(x*-1 _
frg=2-28_2 2 X2 (*-1) _ 2+ Dx-1)

x x* x x3 x3 x3 x3

. Comme x3 > 0 sur ]0 ; +ool, le signe de f”(x) est celui de (x+1)(x — 1) et

comme x+1>1>0, le signe de f”(x) est celui de x— 1.

Conclusion :

e Sur]0; 1[,x <1, f”(x) < 0:la fonction est concave;

e Sur]l; +ool, x> 1, f”(x) > 0:1a fonction est convexe;

e pour x = 1, la dérivée seconde s’annule en changeant de signe : le point A
est le point d’inflexion de (6).

Du signe de f”(x) on en déduit les variations de f’ qui est décroissante sur
10; 1[ puis croissante sur [1 ; +ool, donc f'(1) =2+ 1 =3 (vu a la question 1.).
Comme 3 est le minimum de f’, on en déduit que f’(x) > 0sur]0; +oo[ et par
conséquent la fonction f est strictement croissante sur R .

. Tableau de variations de f :
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X 0 1 2 +00
f(x) - 0 + +
f'x)
3
+00
f ) i
-0

Sur l'intervalle ]1; 2[ la fonction f est continue (car dérivable) et strictement
croissante avec f(1) <0et f(2) > 0: d’apres le théoréme des valeurs intermé-
diaires il existe un nombre unique « €]1 ; 2[ tel que f(a) =0.

. La calculatrice donne f(1,3) = —0,09 et f(1,4) = 0,23 donc 1,3 < a < 1,4, puis

f(1,32) = —0,02 et f(1,33) = 0,007, d’ot1 1,32 < a < 1,33 et enfin
f(1,327) = —0,003 et f(1,328) = 0,0004, donc & = 1,33 au centiéme pres.

1
On sait que a est solution de f(x) =0 < xIn(x?) - P 0 =

1 1
xIn(x*) = = < In(x?) = = etenfin par croissance de la fonction exponen-
x x

tielle :
exp (In(x?)) = exp(%) — x’=exp (xi)

5 |-
1

a vérifie cette équation donc a® = exp (—2)
a

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 2
Amérique du Nord - 22 mai 2024

f(x) = aln(x).

On note ¥ sa courbe représentative dans un repére orthonormé.
Soit xp un réel strictement supérieur a 1.

1.

Ona f(x) =0 < alnx=0 < Inx =0 (car a # 0) et par croissance de la fonc-

Inx 0

tion exponentielle e™* =e" < x=1.
. F est une différence de fonctions dérivables sur ]0 ; +oo[, donc sur cet intervalle :
1
F(x)=a [ln(x) +xx—— 1] = alln(x) +1—-1] = aln(x) = f(x), ce qui montre que F
X

est une primitive de f sur ]0; +ool.
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3. Onavuque ¥ coupe I'axe des abscisses en x = 1 donc la surface bleue correspond
a des points ou x > 1, soitIn(x) > 0= aln(x) > 0.
Autrement dit pour x > 1, la fonction f est positive et on sait que sur un intervalle
[1; xo] avec xg > 1, I'aire de la surface limitée par sa courbe représentative, 'axe
des abscisses et les droites d’équations x = 1 et x = x¢ est égale a l'intégrale :

fl f)dx = [F(x)]}* = F(xo) — F(1) = alxoIn(xo) — xo] — allln(1) - 1] =.

I'aire bleutée est en unités d’aire : a[xyIn(xg) — xo] + a = a[xgIn(xy) — xo + 1].

YA

On note T la tangente a la courbe 6 au point M d’abscisse xy.
On appelle A le point d’intersection de la tangente T avec I’axe des ordonnées et B le
projeté orthogonal de M sur I'axe des ordonnées.

YA T

4. On sait (équation de la tangente au point d’abscisse xj) que :
Mx; YeET < y— f(xo) = [ (x— xp)).
o f(xo)=alnx;
o f estdérivable sur ]0; +ool et sur cet intervalle f’(x) = E, donc f' (xg) = a.
X X0

On obtient donc :

a ax
M(x; y)eT < y—alnxy=— x (x—xg) < y=alnxy+— —a.

X0 X0
En particulier T coupe 'axe des ordonnées si x =0, d’'ot1 y = aln xy — a (ordonnée

de A).
L'ordonnée de B est égale a f (xg) = aln (xo).
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OnaAB= |yB —yA| =laln(xy) — (alnxy— a)| =|al = a (car a > 0).

Remarque:Ona f(e)=alne =ax1=a.

f(e) =a:onamis en évidence ceci sur le dessin; le corollaire est que la tangente
a la courbe au point d’abscisse e contient I'origine O!

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 3
Centres étrangers 5 juin 2024

a. Résolvons, dans [0; 1], 'équation demandée :

fx)=x < 2xe “=x
— 2xe *-x=0
— xe *-1)=0
<~ x=0 ou 2e ¥ -1=0
<~ x=0 ou 2e *=1
<~ x=0 ou e_x:%

1
<~ x=0 ou —len(i)

— x=0 ou x=In(2)
Or, 0 et In(2) sont deux réels dans [0; 1] (en effet, la stricte croissance de In sur
R** donne: 1<2<e = 0<In(2)<1).

Léquation a donc deux solutions dans [0; 1] : 0 et In(2).

b. f est dérivable sur [0; 1], en tant que composée et produit de fonctions qui
pourraient étre définies et dérivables sur R:
Vxe[0;1], fl(x)=2xe " +R2x)x(—-e M =2-2x)e *=2(1-x)e™ ",
On arrive donc a 'expression demandée.

c. On sait que la fonction exponentielle est a valeurs strictement positives sur
R.Ona: f(0)=2x0e =0 et f(l)=2xle '=2e7
On peut donc établir le tableau de variations de la fonction :

X 0 1
signe de 2 +
signe de (1 — x) + 0
signe de e ~* +
signe de f'(x) + 0
2e!
variations de f /
0
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2.  a. Initialisation : Calculons u;. u; = f(uy) = £(0,1) =2 x 0,1e %1 ~0,18.
On constate que I'inégalité est vraie pour n=0,onabien: 0< ug<u; <1.
Hérédité : Pour un entier naturel k donné, on suppose que l'inégalité 0 <
Up < uUps1 <1 estvraie.
Montrons que 'inégalité sera vraie au rang suivant :
Par hypothese de récurrence on a:
O0< up <upr1 <1 = f(0) < flug) < flugsr) < f(1)
car f est strictement croissante sur [0;1]
= 0< U1 <Upr2 <2€ 7
car f estlafonction de récurrence de la suite (u;,)
= 0< Up41 <Ug42< 1
car2e '~ 0,74<1
Ainsi, la véracité de 'inégalité est héréditaire.
Conclusion : Linégalité est vraie au rang 0, et sa véracité est héréditaire pour
tout entier naturel, donc, en vertu du principe de récurrence, on a:
VneN, 0<u,<up <1
b. On a notamment :
— VneN, u,<uus. Lasuite (1,) est donc (strictement) croissante.
— VneN, 0<u,<1. Lasuite (u;) estdonc bornée par0etl.
La suite étant croissante et majorée, on en déduit qu’elle est donc conver-
gente, vers une limite ¢ vérifiant 0 < ¢ < 1.

3. Lasuite (#,) est une suite convergente, définie par récurrence par la relation ;1 =
f(uy), oulafonction f est continue (car dérivable) sur [0; 1], intervalle qui contient
la limite ¢ de la suite.

D’apres le théoreme « du point fixe », on en déduit que la limite ne peut étre qu'une
solution de 'équation f(x) = x dans I'intervalle [0; 1].
D’apres la question 1. a., cette équation n'a que deux solutions dans [0;1] : 0 et
In(2), or la suite est (strictement) croissante, donc minorée par son premier terme :
up = 0,1, donc la limite ne saurait étre inférieure a 0,1 : la possibilité d’avoir £ =0
est donc écartée, et finalement, 'unique valeur possible pour ¢ est donc In(2).
La suite (u,) converge donc vers In(2).
4. a. Lasuite (u,) est croissante et converge vers In(2), donc elle est majorée par
In(2).
Onadonc: VmneN, u,<In2) = In@2)-u, =>0.
Pour tout entier naturel n, la différence In(2) — u,, est bien positive.

b. Unterme de la suite (u,) sera donc toujours une valeur approchée par défaut
deln(2). Si on veut que la valeur approchée soit a 10™* pres, cela signifie que la
différence entre u,, la valeur approchée, et In(2) doit étre inférieure ou égale
al10™.

On va donc explorer les termes consécutifs de la suite (1) tant que

In(2) — u, > 0,0001, de sorte que la boucle s’'interrompra des que la différence
deviendra inférieure ou égale 2 10~* = 0,0001.

Le script ci-dessous convient (a condition d’avoir importé les fonctions exp
et log qui est la fonction logarithme népérien, de la librairie math, au préa-
lable).

On a dans ce corrigé ajouté les deux lignes qui rendent le programme exécu-
table
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from math import exp
from math import log as 1ln
def seuil():
n=0
u=0.1
while 1n(2) - u > 0.0001:
n=n+1
u=2*u*exp (-u)
return(u,n)

Remarque : on peut aussi importer la constante d’Euler de la librairie maths et
utiliser une variante : from math import e enlieu et place de la premiere
ligne et u=2*u*ex** (-u) ouu=2+u/ (e*x*u) pour I'avant derniere.

c. n=11

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 4
Centres étrangers J2 - 5 juin 2024

1

1. a. Lafonction exponentielle est continue sur R donc: lin} ef=e' =e>0.
X—
Par limite de la somme, ona: limx—1=0, et comme on travaille sur ] —

x—1
oo; 1[,onax—1<0. (onpeutnoterlin}x—l =07").
X—

Par limite du quotient, on a: lin} f(x) = —o0.
X—

b. On en déduit que la courbe ¢ admet une asymptote verticale, d’équation

x=1.
2. Ona: lim e*=0;
X——00
Par limite dela somme,ona: lim x—1=—o0o,

X——00
Par limite du quotient, on en déduit: lim f(x)=0.
X——00
On en déduit que ¥ admet également une asymptote, d’équation y = 0, au voisi-
nage de —oo.

3. a. f est dérivable sur ] —oo ; 1], en tant que quotient de fonctions définies et
dérivables sur cet intervalle, avec la fonction au dénominatuer ne s’annulant
pas sur l'intervalle.

efx(x-1-e*x1

Vxel—-oo; 1, f'(x)=

(x—1)2
_erfx(x-1-1)
 (x-D?
_(x-2)e”

C (x—1)2

b. La fonction exponentielle est a valeurs strictement positives sur R, et pour
tout x dans ] —oo; 1[, (x—1)? est strictement positif, donc le signe de f'(x) est
le méme que le signe de (x —2).
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5.

a.

x—220 < x2>2,doncsur]—oo; 1], (x —2) est strictement négatif, donc
f'(x) également.

Finalement, on peut donc en déduire que f est strictement décroissante sur
] —o0; 1[, et donc, on a le tableau de variations suivant (avec les limites justi-
fiées aux questions 1. a. et 2.) :

X —00 1

signe de f’(x) -
variations de f \

Pour étudier la convexité de la fonction f sur I'intervalle | —oo; 1[, on va étu-
dier le signe de f”(x).

Comme, pour tout x dans | —oo; 1[, on a (x —1) < 0 et donc (x — 12 <0et
e”* >0, on en déduit que le signe de f”(x) est 'opposé du signe du trinome :
x? —4x+5.

Or, ce trindme a un discriminant A = (—4)> —4 x 1 x 5 = —4 qui est stricte-
ment négatif, donc n'admet pas de racine, et donne des images strictement
positives (car le coefficient dominant est positif) pour tout réel x.

Rem. On peut écrire :

X2 —4x+5=(x-22-4+5=(x—2)>+1>1>0:le trindme est positif quel
que soit x € R.

Finalement, la dérivée seconde f” est a valeurs strictement négatives sur
]—o0; 1[, on en déduit que la fonction f est concave sur ] —oo; 1[.

Pour déterminer I'équation de T, il nous faut connaitre f’(0) et f(0) :

, o (0-2)e% -2
— fo= 0-12 ~ 1%
e? 1
— o= E et

La formule classique donne une équation pour T :

y=f0)(x-0+f(0) < y=-2x-1

L'équation réduite de T estdonc: y = -2x—1.

Puisque f est concave sur l'intervalle | —oo ; 1], la courbe € est donc située
sous ses tangentes, notamment sous la tangente T, sur cet intervalle.

Pour tout réel x dans cet intervalle, 'ordonnée d’'un point sur la courbe €
(c’est-a-dire f(x)) est donc inférieure ou égale a I'ordonnée du point ayant la
méme abscisse sur la tangente T (or, sur la tangente T, 'ordonnée du point
d’abscisse x est —2x — 1, d’apres la question précédente).
Onendéduitdonc: x€]-oo0; 1 = f(x)<-2x-1
X
- —1 <-2x-1

= e*>(x-1D(-2x-1)
carsur]—-oo; 1[, x-1<0
= e*>(-2x-1(x-1)
On arrive donc a I'inégalité demandée.

La fonction f est:
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— continue sur ] —oo; 1[ (car dérivable sur cet intervalle);

— strictement décroissante sur | —oo; 1[ (d’apres la question 3. b.);

— telle que —2 est une valeur intermédiaire entre 1_11013 f=0et li{n f=—o0;
D’apres le corollaire du théoréeme des valeurs intermédiaires appliqué aux

fonctions strictement monotones, 'équation f(x) = —2 admet une unique
solution a sur l'intervalle ] —oo; 1].

b. Comme on a repéré a la question 4. b. que f(0) = —1, on sait que la solution
sera a chercher dans l'intervalle ]0; 1].
ATaide de la calculatrice, par balayage, on a:
— f(031) ~—1,98> —2;
— f(0,32) = -2,03 < -2;
Un encadrement de @ d’amplitude 1072 est 0,31 < a < 0,32].

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 5
Centres étrangers J2 - 5 juin 2024

Partie A
1. f est delaforme \/u avec, pour tout x réel positif: u(x)=x+1 et u'(x)=1.
u 1
Donc "= —— doncpourtoutxe[0; +oo[, f'(x)= ——.
! 2Vu p ! 2vVx+1

La fonction racine carrée étant a valeurs positives, pour tout x € [0 ; oo, f "x)=0
donc la fonction f est croissante sur l'intervalle [0; +ool.

2. Soit x un réel appartenant a l'intervalle [0 ; +ool :

f(x)—x—M—x—( x+1-x)x(Va+l+x) (Vx+1)2_x2_—x2+x+1

x+1+x xX+1+x xX+1+x

—x2+x+1

3. f)=x <= =0

x+1+x
= -x’+x+1=0
Car sur [0 ; +oo], le dénominateur v/x + 1 + x est strictement positif, en tant que
somme d’une expression strictement positive (v/x + 1) et d'une autre positive (x),
donc ce dénominateur est non nul.

On a un polynome du second degré. Calculons le discriminant.
A=12-4x(-1)x1=5
On a donc deux racines réelles distinctes :

—-1-
_ \/§=1+\/§>0
2

-2
_-1+v5

X1

X <0 doncn’est pas solution de I'équation sur [0 ; +oco[

L'équation f(x) = x admet donc une unique solution sur I'intervalle [0; +ool :
1+v5
(= .
2
Remarque : ce nombre est connu sous I'appellation « nombre d’or ».
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Partie B

1. — Initialisation :pour n=0,0na uy =>5.

Up € [0; +ool, donc f(up) estdéfinieet u; = f(ugy) = f(5) = V5+1=v6=2,45.
Linéquation 1< ug+; <ug estbien vérifiée.

— Hérédité : Pour un naturel n, on suppose que l'inégalité est vraie au rang n,
cest-a-dire: 1< upq < Uy,
En appliquant la fonction f aux trois membres de cette inégalité, la crois-
sance de f sur [0; +oo[ donne :
O < flunan) < flun) = V2<tpio <t

= 1< Ups2 <Ups1, carv2=14>1

Cette conclusion est I'inégalité, au rang suivant.

— Conclusion :'inégalité est vraie au rang 0, et sa véracité est héréditaire, pour

tout entier naturel, donc, en vertu du principe de récurrence, pour tout entier
naturel n, 'inégalité est vraie, soit: 1< Uy < Up.

2. La question précédente donne :
— VneN, uu. <u, lasuiteestdoncdécroissante;
— VneN, 1< u, lasuiteestdonc minorée, par1;

La suite (u,) étant décroissante et minorée, elle est donc convergente, vers une
limite qui doit étre supérieure ou égale a 1 (et inférieure ou égale a 1 car la suite
est décroissante).

3. La suite (u;) est une suite convergente, définie par récurrence par la relation
Un+1 = f(uy), oula fonction f est continue (car dérivable) sur [0 ; +ool, intervalle
qui contient la limite de la suite.

D’apres le théoréeme « du point fixe », on en déduit que la limite ne peut étre qu'une
solution de I'équation f(x) = x dans l'intervalle [0 ; +ool.

D’apres la question 3. de la Partie A, cette équation n'a qu'une solution dans

[0; +o0[: 1 +2\/§.

On constate également que cette valeur satisfait les critéres supplémentaires que
I'on connait pour cette limite (supérieure a 1 et inférieure a u).

1+v5

La suite (u,) converge donc vers ¢ = >

4. Lafonction seuil présentée initialise la variable u a 5, c’est-a-dire u et la variable
i a0, c'est-a-dire 'indice de u.
Tant que la valeur absolue de la différence entre ¢ et u est supérieure ou égale a
107", on remplace dans la variable u le terme de la suite par le terme suivant, et
dans la variable i I'indice par l'indice suivant.

La boucle s’arréte donc dés que u contient un terme de la suite dont la distance a ¢
est strictement inférieure a 10~" et renvoie I'indice de ce terme (qui est donc une
valeur approchée a 10™" pres de la limite).

a. seuil(2) va donc renvoyer l'indice du premier terme qui est a moins d'un
centieme de la limite ¢.
Par exploration a la calculatrice, on a uy — ¢ = 0,02 > 102 et

us—¢ =~ 0,007 < 10~2 doncla fonction renverra I'indice du premier terme pour
lequel le test du while n’est pas satisfait : 5.
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b. Siseuil(4) renvoie9, c’est que le premier terme de la suite qui est une valeur
approchée de £ 2 107 preés sera ug.
Remarque : comme la suite (u,) converge vers ¢ en décroissant, tous les ter-
mes de la suite sont des valeurs approchées de ¢ par exces, I'utilisation de la
fonction abs dans la fonction Python n’était indispensable pour cette fonc-
tion de récurrence.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 6
Asie 10 juin 2024

Partie A

1.

2.

3.

Par lecture graphique :

X 0 L5 5

2,4

variations de f / \

-5,5 0,35

La courbe % semble traverser la tangente au point A et donc admettre un point
d’inflexion au point A.

La fonction f est croissante sur I'intervalle [0 ; 1,5 puis décroissante sur I'inter-
valle 11,5 ; 5], sa dérivée est donc positive puis négative. La courbe représentant la
dérivée f’ de f est donc la courbe 6.

La fonction f est concave sur [0 ; 2,5[ puis convexe sur ]2,5 ; 5], sa dérivée seconde
est donc négative puis positive. La courbe représentant la dérivée seconde f” de f
est donc la courbe %;.

Si F est une primitive de f, on auradonc f = F' et f' = F".

f est négative sur [0 ; 0,5[ puis positive, une primitive est donc décroissante sur
[0; 0,5[ puis croissante : ce n’est pas le cas (c’est méme exactement le contraire) de
la fonction représentée par 63.

%3 n'est donc pas la représentation graphique d'une primitive de la fonction f.

Partie B

1.

a. festdelaforme u x vavec u(x) =4x—-2etv(x) = e X+l

Onadonc u'(x) =4 et v'(x) = —1x e ~**L,
f'=u'v+v'udonc, pour tout réel x positif :
flx)=4xe ™ —1xe 1 x@x-2)=@4-4x+2)e ! = (—4x+6)e !,

b. Déterminons le signede —4x+6: —-4x+6>0 <= 6>4x
3

— —>X
2

les images pertinentessont: f(0) = (4x0-2)e %"l = -2e
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3 3
et f(i) = (4 x5 —2) e"2*1=4e~z (lalimite en +oo est admise).

Remarque:Ona—-2e = —5,43, ce qui confirme la lecture graphique de la par-
tie 3 A
etf (5) = 2,43, 1a aussi, conforme.

On a donc le tableau :

3
X 0 — +00
2
signe de —4x+6 + 0 -
signe de e ~**! + +
signe de f’(x) + 0 -
1
4e” 2
variations de f / \
—2e 0

c. Pour tout réel x positifon a:
f'(x) = —4xe ¥ -1xe ™ x(~4x+6) = (~4+4x—6)e ¥ = (4x—10)e ~**!
Déterminons le sighe de4x—10: 4x-10>0 < 4x>10

— x>-—
5
X 0 — +00
2
signe de 4x—10 - 0 +
signe de e ~**! + +
signe de f”(x) - 0 +
. 5
La fonction f est donc concave sur (0; 2 et convexe sur |—; +oo|.

Le point A, d’abscisse g est un point d’inflexion de la courbe représentative
de f.
2. a. Soit F la fonction définie sur [0 ; +oo[ par F(x) = (ax+ b)e *"! avec aet b
deux nombres réels.
F estdérivable sur [0; +co[ comme produit de fonctions dérivables sur [0; +ool.
Pour tout réel x positifon a:
F(x)=1xe *l-xe *lx(ax+b)=(a—ax—-b)e * ! = (—ax—b+a)e *+
F est une primitivede f < F'=f
— VxeR" (—ax—-b+a)e *'=@4x-2)e !

— VxeR" (~ax-b+a)=(4x-2) car e *'>0

-a=4
— par identification des coefficients
a-b=-2
a=-4
—
b: a+2=-4+4+2=-2

F(x) = (—4x—2)e ~*"! est une primitive de f sur [0; +ool.
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8
b. I= f fdx = [(-ax-2)e 7!

:(—4X8—2)e_8+1—(—4x;—2) e_%“ =

8
3
2

D=

—34e " +8e”
I = 4,821 soit 4,82 2 1072 pres.

N I—=

3
3. a. Lahauteur du point de départ est égale a f (5) =4e”2 =2,426
soit 2,43 m au centimetre pres.
b. Laire, en unité d’aire, est égale a I'intégrale I calculée a la question 3.

L'unité est le meétre, une unité d’aire est donc égale a 1 m?.

. 75 9 . . 2
On veut donc couvrir une surface de : 100 x 4,82 m* soit environ 3,62 m-.

3,62
De plus: ~ 4,525
0,8

Il faudra donc 5 bombes de peinture pour réaliser cette ceuvre.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 7
Asie 11 juin 2024

1. ¢ LimiteenO:

lin}) x? =0 et, d’apres la propriété des croissances comparées : liII(l) xIn(x) =0
X— X—

Par limite de la somme, on a donc: lin% X2 —xIn(x)=0
x—>

e Limite en +oo:

In(x
flx) = x%2 - xIn(x) = x? (1 - L)
x
In(x In(x
Par croissances comparées lim x) = 0donc, par limite dela somme, lim (1 _ )) =
X—+00 X—+ X
1
2 o oo of, In(x)
De plus lim x“ = +o0, dongc, par limite du produit, lim x“|1- = +00
X—+ X—+00 X
1
2. Pour tout réel x strictement positif, ona: f'(x) = 2x—1xIn(x)—xx — = 2x—1-In(x).
X
. . . " 1 2x 1 2x-1
3. Pour tout réel x strictement positif, ona: f"(x)=2-0—-—=——-—= .
X x X x

4. Déterminons le signe de2x—1:

2x-1>0 < 2x>1

= x>-
2
L'image pertinente est : (les limites aux bornes ne sont pas attendues)
1 1 1
"= :2x——1—ln(—):1—1+ln2 =In(2
7(3)-23 . @) =In@)
Onadonc:
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X 0 +00

O (N =

signe de 2x—1 -

signe de x 0 +

signe de f"(x) - 0 +

variations de f’
In(2)

5. Le minimum de la fonction f’ sur]0; +oo[ est donc In(2) qui est strictement positif,
donc, sur ]0 ; +ool, f'(x) > 0 et dong, la fonction f est strictement croissante sur
10; +ool.
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Partie B :

1
1. Pour tout réel x strictement positif, ona: g'(x) =1-— = —.
X

Déterminons le signe de x —1:

X-1>0 <= x>1

Limage pertinente est : (les limites aux bornes ne sont pas attendues)
g)=1-In(1)=1-0=1

X 0 +00
signe de x—1 - 0
signe de x 0 +
signe de g'(x) - 0 +

variations de g

Onadonc:

2. f(x):x<=>x=x2—xln(x)
= 0=x*-x-xIn(x)
— 0=x(x—1-In(x))
— 0=x-1-In(x) carx>0 doncx#0
— 1l=x-1In(x)
— 1=g)

— x=1

L'équation f(x) = x admet une unique solution sur ]0 ; +ool, cette solution est

x=1.
Partie C:
1. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel 7,

1 1)2
Initialisation : Calculons u;. u; = f(ug) = f(—) = (—) -

2 2 2
0,597.

On constate que 'inégalité est vraie pour #n =0, on a bien :

1
Hérédité : Soit n € N, tel que 3 <up<ups <1
Montrons que I'inégalité est vraie au rang suivant :
Par hypothése de récurrence on a :

%<un§un+1§1 == f(%)<f(un)§f(un+1)<f(1)
car f est strictement croissante sur ]0 ; +oo
- f(%) SlUps1 SUp2<1
car f est la fonction de récurrence de la suite (1)

1
:Eéunﬂgungl

1 1
car f[=] =0,60 > —
() =003
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Ceci montre que les inégalités sont vraies au rang n + 1.

Conclusion : Les inégalités sont vraies au rang 0, et si elle sont vraies au rang nnatu-
rel, elles sont vraies au rang suivant n+1, donc, en vertu du principe de récurrence,
ona:

1
VneN, 5<un<un+1<l-

On a notamment :

— VneN, u,<uuy. Lasuite (u,) est donc croissante.
1

1
— VneN, > <up<1. Lasuite (uy) est donc bornée par > etl.

La suite étant croissante et majorée, on en déduit qu’elle est convergente, vers une
1
limite ¢ vérifiant > </<1

La suite (u,) est une suite convergente, définie par récurrence par la relation u,+1 =
f (uy), ol la fonction f est continue (car dérivable) sur ]0 ; +oo[, intervalle qui
contient la limite ¢ de la suite.

D’apres le théoreme « du point fixe », on en déduit que la limite ne peut étre qu'une
solution de 'équation f(x) = x dans I'intervalle ]0 ; +ool.

D’apres la question 2. de la Partie B, cette équation n’a qu'une solution dans 'in-
tervalle ]0; +oof : 1.

La suite (u,,) converge donc vers ¢ = 1.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 8
Métropole 19 juin 2024

Partie A : étude de la fonction f.

1
fx) :x—2+51nx, sur]0; +oo[

e Limite en 0 : On sait que lirgl+ x—2=-2etque 11151+ Inx = —oo, donc par
X— X—

somme de limites 11151+ f(x) = —co0.
X—
* Limite en plus l'infini :

Ona lim x= lim Inx=+oo,d ol par somme de limites: lim f(x)= +oco.
X—+00 X—+00 X—+00

b. Sur l'intervalle de définition f est une somme de fonctions dérivables et sur
cet intervalle :

1 1
'X)=1+=-x—=1
&) 2 X

1 2x+1
+—= .
2x 2x
c. Onasuccessivement:0<x=>0<2x<2x+1et
1
>1>0:donc f'(x) >1>0: f'(x) >0 donc f est

X
croissante sur ]0; +oo[ de moins I'infini a plus l'infini.

2x+1>2x>0>
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d. f’ est elle-méme dérivable sur ]0 ; +oo[ et sur cet intervalle, en dérivant le
quotient :

f”(x)= Ixx—1x(x+1) =x—x—l B 1
2
X

¥ x2
1
Orx>0zxz>0:—2 >0 et enfin f"'(x) <0.
X
Conclusion : la fonction f est concave sur ]0; +oo

a. Sur l'intervalle ]0 ; +ool, la fonction f est continue car dérivable sur cet in-
tervalle et strictement croissante de moins a plus l'infini : d’apres le théo-
reme des valeurs intermédiaires, il existe un réel unique a €]0; +ool[ tel que
fa)=0.

Comme f(1)=1-2+0,5xInl=-1et

In2 In2
f2)=2-2+ - = > 0, le méme théoreme appliqué a l'intervalle

[1; 2] montre que a € [1; 2].
b. Onadonc:

e f(x)<0sur]0; al;

e f(x)>0sur]a; +ool;

e f(a)=0.
c. Le dernier résultat s’écrit :

1 1
a—2+ Elna:O — Eln(x=2—(x — lna=22-a)

Partie B étude de la fonction g

7 1
Sur]0; 1], gx) = —gxz +x— szlnx.

1.

2.

g est une somme de produits de fonctions dérivable sur ]0; 1], elle est donc déri-
vable sur cet intervalle et

, 7 1 5 1 7 1 1 8 1
gx)=-2x—x+1-—[2xInx+x*x —|=——x+1-—xInx—x—-=——x+1-—xInx =
8 4 X 4 2 4 4 2

xlnx
1-2x-—

1 1
Puisque x # 0, on peut factoriser x et g'(x) = x (— —2-In xi)
X

1 1 1 1
Posons X = — < x= }; en remarquantque X = —=>1InX = ln(—) =—Ilnx, on
X X X

peut écrire :

1 1 1
') =—=|X-2+=InX|,soit g'(x) = xf |~
g'x) X( +2n ),smtg(x) xf(x)

a. OnavudanslapartieA que 0 < x < ¢ = f(x) <0, soit en prenant les inverses
de ces nombres positifs :

l<l:>f(l)>0.

a x X
b. D’apres le tableau de signes admis comme 0 < x < 1 on en déduit par produit
que:
, 1 . .
e g (x)>0sur (0; E ; g est croissante sur cet intervalle
! 1 P . .
e g'(x) <0sur p ; 1|; g est décroissante sur cet intervalle

o g (%) =0; g(é) est un maximum de g sur l'intervalle [0; 1].

Partie C : un calcul d’aire
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a. On sait que sur l'intervalle ]0; 1], Inx < 0 et comme x2 >0, on conclut que

1
—szlnx20.

. ) 7, 7, 1, C
Conclusion : sur'intervalle ]0; 1], ——x“+x < ——x“+x— 1 x“In x ce qui signi-
fie géométriquement que sur cet intervalle 'arc de la parabole est en dessous
de la représentation graphique de g.

b. Ne connaissant pas de primitive évidente de la fonction x — x*Inx, on ef-
fectue une intégration par parties en posant

Inx w'(x) =
, dou
x

u(x)
v'(x)

w|§<w§<|’—'

v(x)

Les fonctions u et v sont dérivables sur I'intervalle

1
- 1] et leurs dérivées
a

sont continues sur ce méme intervalle,
3 1

1,2
—Inx —f —dx=
3 1 J1 3
1 1 1 1 1 1 1
(bt L) )
9 \3a3 a 9a3 9 3ad 3
soit en remplacant In a par 2(2 — a),

1
x3 x3
—Ilnx-—

3 9

1

1
donc‘[1 xInxdx=

1, 1 1 1 1 4 2 1
x*Inxdx=——-—=|-44+2a--|=—+-—= -+ —==
1 9 3ad 3 9 3a3 3a?2 9ad
—a®+12-6a+1 -a’-6a+13

9a’ - 9a’ '

. Laire de la partie hachurée est égale la différence des intégrales :

Loz 1 Loz
o = fl (—gx2 +Xx— sz lnx) dx —fl (—gx2 +x) dx, soit par linéarité de l'inté-
grale : ’ ’
1 1 ) 1 1 )
d:f —~x°Inx dx=——f (x*Inx) dx,
1 4 4 J1
soit d’apres le calcul précédent :

1 -a®-6a+13 a’®+6a-13
o = ——x =
4 9a3 36a3

=~ 0,07.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 9
Meétropole 19 juin 2024 J1 (secours)

Partie A : étude d’'une fonction

On considere la fonction f définie sur R par f(x) = x—In(x* + 1),
ol In désigne la fonction logarithme népérien.

1. a. En posant u(x) = x% +1 et avec u'(x) = 2x, on obtient :
!

u X
[In(w)]" = = donc [In(x*+1)]' = ——, et donc :

u xc+1

2x X2 +1-2x (x—l)2
our tout nombre réel x, f'(x) =1- = = .
p ! x2+1 x2+1 x2+1
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2.

3.

b. Pour tout réel x, on a x2 > 0 donc x2+1>1donc x2+1>0.
Comme (x — 1)? > 0 quel que soit x € R, on a par quotient f’(x) > 0 : la fonc-
tion f est croissante sur R.

Pour tout nombreréel x >0Onona:

1
fx)=x—-In x2 1+?) =x-Inx? -1In

1
1+—2) =x-2In(x)—1n
X

)
X )

. 1 . 1 . .
* lim — =0,donc lim 1+ — =1, puis par composition
Xx—-+oo x2 X—+00 x2

lim In
X—+00

1
1+—2):ln1=0.
X

e x—2In(x) = x(l —Zln;x)).

In(x)
On sait (puissances comparées) que liIP —— =0, donc
x—+o00 X
lim x-2In(x) = lim x=+oo.
X—+00 X—+00

Conclusion: lim f(x) = +oo.
X—+00

Partie B : étude d’une suite

On considere la suite (u,) définie par :

1.

5.

7

Up
{ Un+1 = f (un) = up—In(u?+1) pourtout neN

Soit la propriété « u, > 0».

Initialisation Ona uy =7 > 0:la propriété est vraie au rang 0;

Heérédité Soit n € N, tel que u, > 0: la fonction f étant croissante on a donc u,, >
0= f(uy) = f(0); or f(uy) = ups1 et f(0) =0, donc w4 > 0.

Conclusion:la propriété est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n € N elle I'est
aussi aurang n + 1 : d’aprés le principe de récurrence u, > 0, quel que soit n € N.
De la relation de récurrence : 41 = U, —In (u2 + 1) on déduit :

Uns1 — Uy = —In(u2 +1).

u?>0=u%+1>1=In(u?+1)>1In(1)0 par croissance de la fonction logarithme
népérien sur R*.

In(1) =0 doncIn(u2 +1) >0 etdonc —In (u2 +1) <0.

Onadoncpourtout neN, uy; — U, <0 <= U, < Uy :lasuite (u,) est décrois-
sante.

La suite (u;) est décroissante et minorée par zéro; d’apres le théoreme de la conver-
gence monotone, elle converge vers une limite ¢ > 0.

La fonction f est continue car dérivable sur R*, donc la relation de récurrence
donne par limite en plus l'infini :

(=0-In(’+1) = In(2+1)=0 <= P +1=1 < (>°=0 < (=0

a. On complete le script ci-dessous écrit en langage Python : afin qu'’il
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from math import log as In
#permet d’utiliser la fonction In
#Le Logarithme népérien

def seuil(h) :
n=0
u="7
whileu>h:
n=n+1
u=u-Inu**2+1)
return n

b. La calculatrice donne ugg =~ 0,01003 et ug7 ~ 0,0099

Le programme Python renverra la valeur 97; & partir du 98¢ les termes seront
inférieurs a un centiéme.

Partie C: calcul intégral

1. f estcroissante sur [0; +ool, donc, pour tout x > 0, f(x) > f(0).
Or f(0) =0donc f(x) > 0sur [0; +ool.

4
2. Soit l’intégrale:I:f f(x)dx.
2

f étant positive sur R* I'est sur I'intervalle [2; 4], donc I est égale (en unités d’aire) a
l'aire de la surface limitée par la représentation graphique de f, I'axe des abscisses
et les droites verticales d'équations x =2 et x = 4.

3. On admet dans cette question que, pour tout nombre réel x € [2 ; 4], on a I'enca-
drement: 0,5x -1 < f(x) <0,25x+0,25.
Sur l'intervalle [2; 4], 'intégration conserve I'ordre donc :

4 4 4
0,5x-1< f(x) <0,25x+0,25 = f 0,5x—-1)dx < f fx)dx < f (0,25x+0,25)dx
2 2 2

4
<I<
2

2 4

X
— +0,25x
8

g
= |——X
4

2
1 1
:4—4—(1—2)<I<2+1—(5+5)

=112

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 10
Métropole 20 juin 2024

Partie A : exploitation du graphique.

1. On lit que B a pour coordonnées (-1 ; —2), or la courbe 6 passe par B, donc
f(=1) =f(xp) =yg=-2.
On nous dit que la tangente T, tangente a 6 en B, d’abscisse —1, est aussi la droite
(AB), dont le coefficient directeur est 1, donc f'(-1) = 1.
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2.

La fonction f n’est manifestement pas convexe sur son ensemble de définition,
car la courbe € passe en dessous de sa tangente T pour les valeurs x inférieures a
—1,7, environ. Si la fonction était convexe sur tout son ensemble de définition, elle
serait au-dessus de n'importe quelle tangente, sur tout son ensemble de définition.
Ici, on a I'impression que la fonction est d’abord concave, puis convexe, avec un
point d’inflexion dont I’abscisse est aux alentours de —1,4.

. De ce que I'on peut voir de €¢, on ne voit qu'une seule solution a I'équation, qui

est environ 0,1 (2 10~! pres).

Partie B : étude de la fonction f.

1.

Ona: lim2x2+2x—1 =(-2)%2+2x%x(-2)—1=-1, carx— x*>+2x—1 estune
m

fonction polyndme, continue sur R et donc notamment continue en —2.
deplus: lim (x+2)=0

x—=2
et donc, par composition : lim2 In(x+2) = liné In(y) = —oc0
X—— y—

finalement, par limite de la somme : lim2 f(x) =—o0.
P

Graphiquement, cela signifie que la courbe €y admet une asymptote verticale,
d’équation x = 2.

Remarque : la justification de la dérivabilité de f, donnée ci-apres, n'est générale-
ment pas attendue.

La fonction x — In(x + 2) est dérivable sur ] —2 ; +ool, en tant que composée de
X +— x+ 2 définie et dérivable sur ] — 2 ; +ool et a valeurs dans R**, ot la fonction
In est définie et dérivable.

f estdérivable sur ] -2 ; +oo[, en tant que somme de deux fonctions dérivables sur
cet intervalle (une fonction polynéme et une fonction composée).

1
Vx€l-2; +ool, f'(x)=2x+2+0+——
x+2

_ 2x+2)(x+2)+1

- x+2
_2x%+4x+2x+4+1
- x+2
_2x*+6x+5

x+2
On arrive bien a I'expression attendue pour la fonction dérivée f’.

. Pour tout x réel strictement supérieur a —2, x + 2 est strictement positif, donc le

signe de f'(x) est le signe de son numérateur. Ledit numérateur étant une expres-
sion polynomiale de degré 2 ayant un coefficient dominant (2) positif, cela signifie
que les images seront positives, sauf entre d’éventuelles racines.

Déterminons le discriminant du numérateur: A=6>-4x2x5=36-40=—-4<0.
Le trindbme n’a donc pas de racines réelles, et a donc des images strictement posi-
tives pour tout x réel.

f' est donc une fonction a valeurs strictement positives sur ] —2 ; +ool, et f est
donc strictement croissante sur] —2 ; +ool.

On peut donc établir le tableau de variations suivant :

X -2 +00
signe de f'(x) +
+00
variations de f /
—00
Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 46

Lycée International Frangais Saint Exupéry - Brazzaville (Congo)



4.

La fonction f est continue (car dérivable) sur ] —2 ; +oo[, de plus, elle est stric-
tement croissante sur cet intervalle et enfin, 0 est une valeur intermédiaire entre
li_rglf:—oo et liggf=+oo.
D’apres le corollaire du théoréeme des valeurs intermédiaires appliqué aux fonc-
tions strictement monotones, I'équation f(x) = 0 admet une unique solution sur
]—2; +oo[, que 'on notera a.
Avec une exploration a la calculatrice (éclairée par notre lecture graphique de la
partie A), on trouve 0,115 < a < 0,12, donc une valeur approchée 4 1072 de « est
1,12.
Puisque f est strictement croissante sur]—2; +oo[, ona:
2<x<a = fx)< f(a) a<x = f(a)< f(x)
= f(x)<0 = 0< f(x)
f estdonc a valeurs strictement négatives sur | -2 ; a[, nulle pour x = a et a valeurs
strictement positives sur Ja ; +ool.
Pour étudier la présence d’'un point d’inflexion, on va étudier le signe de la dérivée
seconde de f, notée f”.
f est deux fois dérivable sur ] -2 ; +ool, car sa dérivée premiere est une fraction
rationnelle, et donc f’ est dérivable partout ot elle est définie.
(4x+6) x (x+2) — (2x* +6x+5) x 1
(x+2)2

_ Ax?+8x+6x+12-2x* —6x-5

- (x +2)2

B 2x%2 +8x+7

o (x+2)2
Pour tout x réel strictement supérieur a —2, (x +2)? est une quantité strictement
positive, donc le signe de f”(x) est le signe de son numérateur, un polynome de
degré 2, dont le coefficient dominant est strictement positif, dont les images sont
strictement positives, sauf entre ses deux éventuelles racines.
Le discriminantest: A=8%-4x2x7=8x8-8x7=8>0.
Le trindbme a exactement deux racines réelles distinctes, et donc s’annule en chan-
geant de signe deux fois, pour :

—8—\/§: —8—2\/52 , V2

Vxel-2; +ool, f'(x)=

x = _) o —_—
1™ ox2 4 2
—8+v8 —-8+2V2 V2
Xp = = =2+,
2x2 4 2

La valeur x; est manifestement strictement inférieure a —2, et donc:

V2 V2
Sur [-2; -2+ - | f" est a valeurs strictement négatives, ona f"| -2+ - |= 0
etsur | -2+ - ; +oo|, f" est a valeurs strictement positives.
o V2 2
Ainsi, f est concave sur [—2; -2+ > et convexe sur | -2+ > ; +o0o| et donc
. . ye . . ] : 2

son unique point d’'inflexion est le point d’abscisse —2 + -
Remarque:Ona: -2+ — =-1,29, ce qui n'est pas incohérent avec |'estimation
graphique formulée en partie A dans ce corrigé.
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Partie C : une distance minimale.

1. Le point] a pour coordonnées (0; 1) et M a pour coordonnées (x; g(x)).

2.

Comme on est dans un repére orthonormé,ona: JM = \/ (xp — X%+ (ym — y)?
Donc, Vxe]—-2; +ool, h(x)=]JM?

= (e = )% + (ym — w)°
= (x-0)2+(gx)—1)°

= x* +[In(x+2) - 1]°.

On arrive bien a I'expression attendue.

a.

La fonction racine carrée est strictement croissante sur R*, et la distance JM
est nécessairement positive, en tant que distance.
Donc JMy, <JM,, < M2 <JM2,.
La distance JM sera donc minimale pour la valeur x qui rend minimale le
carré de cette distance, c’est-a-dire h(x).
2
On sait que, pour tout x dans | —2 ; 400, =12 est strictement positif, donc
X
h'(x) est du signe de f(x).
On peut donc établir le tableau suivant :

X -2 a +00
signe de f(x) - 0 +
signe de h'(x) - 0 +

variations de h
h(a)

Comme £ est décroissante sur ] —2; af et croissante sur Ja ; +ool, la valeur
de x pour laquelle la distance JM est minimale est donc bien le nombre «,
solution de I'équation f(x) = 0, défini a la question 4. de la partie B.

On sait que «a est la solution de I'équation f(x) = 0.
f(X)=0 = x*+2x-1+In(x+2)=0

— In(x+2) = 1-2x—x°

Comme « est solution de cette équation, on en déduit bien :
In(a+2)=1-2a-a.

1
La tangente a 6, au point M, a pour coefficient directeur : g'(a) = ot
a

La droite (JMy) a pour coefficient directeur :
IM,~Y _g@-1_ In(@+2)-1 1-2a—-a*-1_ a(-2-a) _

-2-a.
XM, — X5 a-0 a a a

Le produit de ces deux coefficients directeurs est donc: x(-2—a) = —1.

+2
On en déduit dont que la tangente a ‘€ au point M, et la droite (JM,) sont

perpendiculaires.

Remarque : on aurait aussi pu mobiliser des connaissances du programme de
premiére et utiliser des vecteurs normaux ou des vecteurs directeurs de ces
deux droites, et en calculer le produit scalaire (entre les deux vecteurs direc-
teurs, ou entre les deux vecteurs normaux) ou vérifier la colinéarité (entre le
vecteur directeur de I'une et le vecteur normal de I'autre), pour arriver a la
méme conclusion.
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ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 11
Métropole 20 juin 2024 J2 (dévoilé)

T

Partie A : étude graphique

On répondra aux questions suivantes en utilisant le graphique.

1.

2.
3.

a. Onlit f(0) =2.
b. Déterminer f'(0). Le nombre dérivé f’(0) est égal au coefficient directeur de
la droite (NP) soit a % =-1=f'(0)
Il semble que f(-2) =0.S ={-2}.
Il semble que la fonction est convexe sur I'intervalle [0 ; +oo[ : sur cet intervalle

toutes les tangentes a la courbe représentative € sont sous cette courbe.

Toujours graphiquement sur l'intervalle [0 ; +oo[ les coefficients directeurs des
tangentes a la courbe (-1 et 0 au voisinage de plus I'infini) sont croissants : au-
trement dit la fonction f" est croissante donc f”(x) > 0

Courbe 1 Courbe 2 Courbe 3
A \ Y\

2 2

% \ — | —t—= % #12 \‘—Pf —
—2—]‘1\0/&/;7:567 b 1% 3 45 | 2114123 4567
_2 3 - _2 4

_3 —+4 _s 34

_4 —+4 - _4 34

_5 —+4 - _5 34

_6 3 - _6 4

_7 —+4 - _7 34

o _1 o _1 o 1

e On sait que f(x) > 0 sur [0; +oo[, donc une primitive sur le méme intervalle est
croissante ce qui élimine la courbe 3;

« Si F est une primitive de f et est représentée par la courbe 1, alors F'(0) =0 =
f(0) = —1: ceci est faux donc la courbe 1 est éliminée.

Il ne reste que la courbe 2.

Partie B : recherche d’une expression algébrique
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On admet que la fonction f est de la forme

fx)= (ax+b)e™*,

ol a,b et A sont des constantes réelles.

1.

Onavuque f(0) =2 < be??=2 — b=2.
Donc f(x) = (ax+2)er*,

. Onadonc f(x) = (ax +2)e’*,

On sait aussi que f(—2) =0 < (-2a+2)e —21 = 0 et comme e "2} # 0 on a donc
—-2a+2=0<= a=1.
Donc f(x) = (x+2)e’x,

. Onavuque f'(0) = -1

La fonction f est dérivable sur R et sur cet intervalle :

) =eM+Ax+2)er = e 1+ Ax+21) e M,

Donc f/(0)=-1 < 142l =-1 < 21=-2 < A1=-1.
On a donc finalement f(x) = (x+2)e ~*.

Partie C: étude algébrique

On admet que la fonction f est définie sur R par

1.

3.

fx)=x+2)e™™.

Ona lim x+2=-ocoet lim e ™

= 400, donc par produit de limites lim f(x) =
X——00 X——00 X——00

—0Q.

. Produit de fonctions dérivables sur R, f est dérivable et sur cet intervalle :

ff)=e ™ —(x+2)e *=e *(1-x-2)=(-x-1)e "

On sait que quel que soit x € R, e ** > 0 : le signe de f('x) est donc celui de —x — 1.
e—x—-1>0 < -1>x < x<-1:surlintervalle ] —oo; —1[ f'(x) >0:1a
fonction f est croissante sur cet intervalle;

e—x-1<0 < -1<x < x>-1:surlintervalle ] —1; +oo[ f'(x) <0:1la
fonction f est décroissante sur cet intervalle;

e—x—1=0 < -1=x,f1)=0; f(-1) = (-1+2)e! = e estle maximum de f sur

R. Il reste a calculer la liite en plus I'infini : comme f(x) = xe *+2e ™%,

X X

Or on sait que lil}_l xe " =0 (puissances comparées) et lil}_l 2e " =0,d ol par
X—+00 X—+00

somme de limites: lim f(x)=0.
x—+00
a. f’ estelle-méme dérivable sur R et sur cet intervalle :
ff)=—-e ™ +x+)e *=e*(x+1-1)=xe™".
Comme e ~* > 0, le signe de f”(x) est celui de x, donc :
» f est convexe sur [0; +ool;
» festconcavesur]—oo; 0];

b. —Donc d’apres le résultat précédent la courbe €y a un seul point d’inflexion
de coordonnées (0; 2).

¢
I(t)=f (x+2)e *dx.
2
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a. Onpose u(x)=x+2etv'(x)=e™* dou
u(x)=letv(x)=—e "
Toutes ces fonctions étant continues car dérivables on peut intégrer par par-

ties :
t
(0= [—(x+2)e—X]£2+f e dx=[-(x+2)e *—e ¥, =[(-x-3)e Y], =
-2
(-t-3)e "+1le?=e’-(t+3)e "

b. f est positive sur l'intervalle [-2 ; +oo[; on sait qu’'alors I'aire de la surface
limitée par la courbe €, I'axe des abscisses et les droites d’équations x = —2
et x = t est égale a I'intégrale ().

Or quand t — +oo, la surface n’est pas limitée a droite alors que l'intégrale

l'est elle puisqu'ona lim (t+3)e “1=0,donc lim I(f) = e?.
t—+o00 t—+o00

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 12
Polynésie 19 juin 2024

4

_un'

On considere la suite (u,) définie par ug =3 et pour tout n € N : 141 = =

Partie A

1. On complete la fonction Python suivante suite (n) qui prend comme parametre
le rang n et renvoie la valeur du terme u,,.

def suite(n):
u=3
for i in range(n)
u=4/(5 - u)

return u
3 .\ 4 4
2. Alapremiere boucle on trouve u; = T 3-3° 2.
5 4 4
Ala seconde on trouve uy = T 53" 1,333.

3. ATlaide des affichages ci-dessous, émettre une conjecture sur le sens de variation
et une conjecture sur la convergence de la suite (u,,).

» suite(2)
1.3333333333333333
» suite(5)
1.0058479532163742
» suite(10)
1.0000057220349845
» suite(20)
1.000000000005457
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Les affichages successifs sont des approximations de uy, us, u19, Uz €t leur examen
laisse a conjecturer que la la limite de la suite est égale a 1.

Partie B

4
Soit f la fonction définie et dérivable sur I'intervalle | —oco; 5[ par: f(x) = .
-X

Ainsi, la suite (u,) est définie par uy =3 et pourtout n €N, u,.1 = f (Un).

1.

La fonction f quotient de fonctions dérivables sur ] —oo ; 5[, de dénominateur non
nul puisque x # 5, est dérivable et sur cet intervalle :

f,(x):O 4x(21): 4 :

6-x 6-x

Quotient de deux carrés cette dérivée est strictement positive, donc la fonction f
est strictement croissante sur ] —oo; 5[.

. Soitla propriété: 1 < u, < up < 4.

Initialisation: onavu que u; =2 etona uy=3,donc 1 < u; < uy <4.
La propriété est vraie au rang 0.

Hérédité : soit n € N tel que 1 < up41 < U, < 4@ ces nombres étant rangés dans
I'ordre croissant leur images par f fonction strictement croissante pour des réels
plus petits que 4, sont rangées dans le méme ordre, soit f(1) < f(up+1) < f(Uy) <

f@.
4 4 .
Comme f(1) = o1 =letf4)= "2 =4, onobtient 1 < u;42 < Uy <4

Donc la propriété est vraie aurang n + 1.

Conclusion : la propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire; d’apres le prin-
cipe de récurrence, elle est vraie pour tout 7.

Donc, pourtoutneN,ona: 1< Uy < u, <4

a. Soit x unréel de l'intervalle ] —oo; 5[.
Onapour x<5:

2

4
f)=x T T 4360 = 4=5x-x" = x> -5x+4=0.

b. Résoudre f(x) = x dans l'intervalle ] — oo ; 5[, revient d’apres la question pré-
cédente a résoudre I'équation du second degré x> —5x +4 = 0.
Les racines de cette équation 1 et 4 sont évidentes (sinon on calcule le discri-
minant), donc:
x-1 = 0 x = 1
X -5x+4=0 < (x-1)(x-4) =0 < ou = ou
x-4 = 0 x = 4
La solution 4 est vraisemblable puisque x < 4, on adonc S ={1; 4}.

. Lencadrement démontré par récurrence montre deux choses : pour tout n € N

* uu+1 < Uy, signifie que la suite (u,,) est décroissante;
» 1< uy, signifie que la suite (u;,) est minorée par 1.
La suite (u,,) décroissante et minorée par 1 est donc convergente vers unréel ¢ > 1.

Par continuité de la fonction trindme la limite ¢ est solution de I'équation précé-
dente et cette solution est 1 ou 4, mais on a vu que iy = 3 et la suite étant décrois-
sante la solution 4 est a rejeter..

Conclusion: lim u,=1.
n—+oo

La suite (u,) converge vers 1.
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4 4
5. Avec up =4,onau; = i 1" 4 et donc en répétant le calcul u,, = 4 quel que
soit n € N.
Dans ce cas la suite est constante : tous ses termes sont égaux a 4, elle converge

vers 4.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE UEXERCICE 13
Polynésie 21 juin 2024

On considere la suite (u,) définie par :

u
up =8 etpour tout entier naturel n, up+; =u,—In (Tn)

e1;=8-1n2~=7,31;
e 1, =8-1n2In8-1n24- = 6,70.

b. mystere(10) donne la somme des premiers termes de la suite de 1y a ug,
soit
n
Upt+uyp+...+Ug= Z Ug.
k=0
c. Il suffit en ligne 7 de remplacer S par (S /k)

fx) =x—ln(g).

La fonction f somme de fonctions dérivables sur [0 ; +oo[ est dérivable et sur cet
X 1
intervalle en posant u(x) = T d’ou v/ (x) = 7
f,()111114111x—1
X)=1l--—-X—==1-—%xX4—-=]—-—=—
4 X 4 x X x
4
Comme x >0, le signe de f’(x) estceluide x—1:

e si0<x<1,alors x—1<0:lafonction f est décroissante sur]0; 1[;
e six>1,alors x—1>0:lafonction f est croissante sur —1; +oo[
1
esix=1,alors f/(1)=0et f(1) = l—an =1-(-In4) =1+1In4 estle minimum de
la fonction f sur [0; +ool.

Dans la suite de I'exercice, on remarquera que pour tout entier naturel n, u,+; =

f (up).

3. a. Initialisation: on avu que u; = 7,3 et comme uy =8, on adonc:

1< u <u
I'encadrement est vrai au rang 0.
Hérédité: soitneN, tel que 1 < Uy < Up.
On sait que sur 'intervalle [1 ; +oo[ la fonction f est croissante, donc on a

Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 53
Lycée International Frangais Saint Exupéry - Brazzaville (Congo)



F) < flup) < fug).
1
Or f(1) = l—an =~2,39,donc f(1) > 1etona
1 < upt2 < Uy - encadrement est vrai aurang n + 1.

Conclusion : 'encadrement est vrai au rang 0 et s’il est vrai au rang n € N il
'est encore au rang suivant : d’apres le principe de récurrence :

pour tout entier naturel n,ona: 1< Uy < Up.

b. L'encadrement précédent montre que : pour tout naturel n
® U, < Uy :lasuite (u,) est décroissante;
e 1 < uy, :lasuite (u,) est minorée par 1.
On sait qu’alors la suite (u;) converge vers une limite £ > 1

X X X
c. fx)=x = x—ln(z) =X = OZIH(Z) = 1 =1 < x=4.
d. Par continuité de la fonction f (car elle est dérivable sur ]0; +o0l), la relation

Up . .
Upsl = Up —ln(T), donne puisque nglllw Uup,=2¢:

4
{=¢—-In (Z) : d’apres la question précédente ¢ = 4.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 14
Métropole Antilles-Guyane 11 septembre 2024

Partie A

Un artisan crée des bonbons au chocolat dont la forme rappelle le profil de la mon-
tage locale représentée en Figure 1. La base d'un tel bonbon est modélisée par la surface
grisée, définie ci-dessous dans un repeére orthonormé d’unité 2 cm (Figure 2).

| A~ )

n M\

Y

Acm =

Figure 1 Figure 2

—

Cette surface est délimitée par I'axe des abscisses et la représentation graphique no-
tée € de la fonction f définie sur [-1; 1] par: f(x) = (1 - x%)e*.

L'objectif de cette partie est de calculer le volume de chocolat nécessaire a la fabrica-
tion d’'un bonbon au chocolat.

1. a. Pourtoutréel x,onae*>0,etsixe[-1; 1], onal-—x? > 0.
Donc pour tout x de [-1; 1], on a f(x) > 0.
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1
b. SoitI:f f(x)dx.
-1

On pose u(x) =1-x? et v/(x) = e*. Donc u/(x) = -2x et v(x) = e ~.
b
Par intégration par parties : f

a

b
ux)v'(x)dx = [u(x)v(x)]Z—f u'(x)v(x) dx.

Donc I = [(l—xz)ex]l_1 —fll(—Zx)exdx:0+2[11xexdx:2fllxexdx
2. Levolume 7 de chocolat, en cm3 ,_nécessaire ala fabrica;ion d’'un bonb_on estdonné
par: 7 =3 x Sou S estl'aire, en cm?, de la surface colorée (Figure 2).
On calcule f 1 xe”* dx par une intégration par parties.
On pose u(x)_l= xetv'(x)=e*. Doncu'(x)=1letv(x)=e?*.
fllxexdx: [xe*]' _[11 1x e¥dx=[xe*]"

L ~[e"]l =[1e’ ~(-ne ]~ [e!~e 7]

1

1

—e+el-e+el=2e!

1
DoncS:[ f(x)dxzzf
-1

¥ =3xS=12e 1 donc¥ = 4,4 cm3.

1
xe*dx=4e L.
1

Partie B

On s'intéresse maintenant au bénéfice réalisé par l'artisan sur la vente de ces bon-
bons au chocolat en fonction du volume hebdomadaire des ventes.

Ce bénéfice peut étre modélisé par la fonction B définie sur 'intervalle [0,01 ; +oo]
par: B(q) =8qg*[2-3Ingq] -3.

Le bénéfice est exprimé en dizaines d’euros et la quantité g en centaines de bonbons.

On admet que la fonction B est dérivable sur [0,01 ; +oo[. On note B’ sa fonction
dérivée.

1. a. ¢ lim Ing=+oodonc lim 2-3Ing=-oc0
g—+00 q—+

e lim g*=+o00
g—+o0

e Donc qETm8q2[2—3 In(g)] = —oco et donc qETquZ[Z—S In(g)] -3 =-00

On a donc démontré que lim B(g) = —oo.
g—+00

b. Pour tout g >0,01: B'(q) =8x2g(2—-31Ingq)+84* (0—%)—0
=8q(4-6Ing)+8g(-3)=8q(1-61ng)
c. g>0donc B'(q) estdu signede 1-61Ing.
1
1-6lng>0 <= 1>6Ing < g>lnq — e >q

et =12: B(e %) ~13,7; B(0,01) ~ -3

On dresse le tableau de variation complet de la fonction B.

g |001 ef ~1,2 +00
B'(q) + -
=~ 13,7
B(q) / \
=~ -3 —00
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d. Le maximum de la fonction B est B (e %) ~ 13,7, donc le bénéfice maximum
que peut espérer l'artisan est de 137 €.
2. a. Surlintervalle [1,2; +ool:
e Lafonction B est dérivable, donc continue, et strictement décroissante.
e Elle décroit de 13,7 a —oo.

Donc, d’apres le corollaire des valeurs intermédiaires, 'équation B(gq) = 10

admet une solution unique sur l'intervalle [1,2 ; +oo[. Onl'appelle .
B(1)=13>1 B(1,5) =11,1>1
Bgz): —:,5 <(io } = pell;2] Bﬁlig): 9,1,< 10 "
B(1,55) = 10,17 > 10
B(1,56=9,97 <10
B(1,558) = 10,007 > 10
B(1,559=9,986 < 10

Donc f a pour valeur approchée 1,558 2 1073 prés.

} = fe[l,5; 1,6]
} = fe[1,55; 1,56]

} = PBe[1,558; 1,559]

b. Onadmet quel’équation B(g) = 10 admet une unique solution a sur [0,01; 1,2].
On donne a = 0,757, et on complete le tableau de variation de B.

g |001 @ 1,2 B +o0
: 13,7 :

B(q) 10 10

" ~

-3 —00

Pour réaliser un bénéfice supérieur a 100 euros, le nombre minimal de bon-
bons au chocolat a vendre correspond a a centaines, soit environ 76, et le
nombre maximal de bonbons au chocolat a vendre correspond a 8 centaines,
soit environ 156.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 15
Amérique du Sud 21 novembre 2024

PARTIE A

1
On considere I'équation différentielle (E):  y'+ il 20e "%,
d’inconnue y, fonction définie et dérivable sur I'intervalle [0; +ool.

1. Soit g la fonction définie sur I'intervalle [0; +oo[ par g(x) = axe —ix,

1
La fonction linéaire u définie par u(x) = — 1 x est dérivable sur R et sur cet intervalle
'(x) -
u'(x)=-—-.
4
La fonction composée g(u(x)) = axe ™ est elle aussi dérivable sur R et sur cet
ax)

. _1 | _1
intervalle, g'(1) = ae“™ +axu'x e “™ = ge 4x+axx(—1)e i¥=¢ 4x(a—7.
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1 1 axy 1 1 1 ax ax 1
Org'(x)+-gx) = e_Zx(a——) +—xaxe 1*= e_Zx(a——+—) =ae 1%
g 4g( ) 4 4 4 4
Donc g est solution de I'équation différentielle sur [0 ; +ool, si sur cet intervalle :

1

¥ < a =20, car quel que soit x réel, e "i* #0.

ae 1% =20e "1
1
La fonction g : x — 20xe ~4* définie sur I'intervalle [0 ; +oo[ est une solution par-
ticuliere de I'équation (E).
1
On considere I'équation différentielle (E') :  y' + V= 0,
d’inconnue y, fonction définie et dérivable sur l'intervalle [0 ; +ool.
1
L'équation (E') peut s’écrire y' = v y et on sait que les solutions de cette équation

(E") sont les fonctions f définies par :
flx) = Ke_ix, avec K e R.

. Les solutions f del’équation (E) sont telles que pour x € [0; +o0,

1
o+ Zf(x) =20e —3% ou d’apres la question 1. :

)+ i fx) =g+ ig(x) = flo-gx= i[ f(x) — g(x)] soit par linéarité
de la dérivation :

(f-g)x+ i[( f — gl(x) =0: ceci signifie que la fonction f — g est solution de (E’)
c’est-a)dire que

fl0-g(0 = Ke_%xl = fx)= Ke_%x+g(x) ouenfin f(x) = Ke “i¥420xe i =
f(x)=(20x+K)e 1% avec K € R.

Les solutions de (E) sur I'intervalle [0 ; +oo[ sont donc les fonctions f définies par :
f(x) = e "i%(20x + K), avec K € R.

. Onaf(0)=8 < (20x0+K)e?=8 < K=8,donc:

1

f(x)=(20x+8)e i¥ =4 (5x+2) e 5%,

PARTIE B

On considere la fonction f définie sur [0; +oo[ par f(x) = (20x+8)e 1%,

1.

a. Lafonction f estla fonction trouvée a la fin de la partie A : elle est donc déri-
vable et vérifie I'équation (E), soit

1
)+ Zf(x) —20e~i* donc

1
fl(x) =20e 1% — . x 4(5x+2)e "1 = e "1¥(20—5x—2) = (18 —5x) e "1~

b. Comme quel que soit x, e —3% s 0, le signe de f'(x) est celui de 18 —5x :

18 18
e 18-5x>0 < = > x : sur l'intervalle (0; E] ,f'(x) > 0:1a fonction f

est croissante;

18 18
¢ 18-5x<0 = - <xisur l'intervalle & 5t , f(x) <0:1afonction f

est décroissante;

18 18
f! (?) =0, donc f (?) est le maximum de la fonction f sur lintervalle

[0; +ool.

18 1
Onaf(g):(72+8)e e

18
5

=80e 10 ~ 32,53,
On avu ala partie A que f(0) = 8, et on admet que xlir}_l fx)=0.
—+00

D’ou1 le tableau de variations :
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X 0 % +00
f'(x) + -
80e "1t
f
8 0

2. Dans cette question on s'intéresse a I’équation f(x) = 8.
a. Ona f(14) =288e 3% = 8,7 et f(15) =300e "> =7,2.
Sur l'intervalle [14; 15], la fonction f est continue car dérivable sur [0 ; 400,
doncsur [14; 15] et elle est strictement décroissante; comme 8 € [ f(15); f(14)],
il existe d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires un réel
unique «a telle que f(a) = 8.

b. On compléte le tableau ci-dessous en faisant tourner étape par étape la fonc-
tion solution_equation écrite en langage Python

a 14 14 | 1425 | 14,375 | 14,4375
b 15 | 145 | 145 | 145 | 145
b—a 1 05 | 025 | 0,125 | 0,0625
m 145 | 14,25 | 14,375 | 14,4375
Condition | pyiyx | VRAI | VRAI | VRAI
f(m)>8

c. L'objectif de la fonction solution_equation est de déterminer, par dicho-
tomie, un encadrement d’amplitude 0,1 de la solution de I'équation f(x) =8
dans l'intervalle [14 ; 15].

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 16
Amérique du Sud 22 novembre 2024

Partie 1

On considére la fonction f définie sur I'ensemble des nombres réels R par :

fx)= (x2—4) e %,

1. Limites:
e :en —oco:de lim x*=+oodou lim x*—4=+ocoet lim e * = +ooonen
X——00 X——00 X——00
déduit par produit de limites que lim f(x) = +o0;
X——00
e :en+oo f(x) = xle ¥ —4e7%; on sait que
2
. —-X . 2  —-X . X . 2
lim 4e ™" =0etque lim x“e ™™ = lim — =0 (puissances comparées), donc :
Xx—+00 Xx—+00 x—+o0 X
lim f(x)=0.
X—+00
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2. f est dérivable comme produit de deux fonctions dérivables sur R. Sur cet inter-
valle :
fl=2xe ™ +(x*—4)x (-De *=e *2x—-x*+4) = (—x*+2x+4) e "

3. On sait que quel que soit x € R, e ~* > 0, donc le signe de f’(x) est celui du trinéme
—x%+2x+4.
Ona-x*+2x+4=—(x*-2x-4)=-[(x-1)?*-1-4] = [(x-1?-5] =
—x2+2x+4=—(x-1+V5)(x—1-+/5): cetrindme a deux racines 1 —v/5 et 1+V/5.
On sait que le trinéme a le signe de a = —1, donc est négatif sauf sur I'intervalle
[1-v5; 1+ V5] ot il est positif.
On a donc le tableau de variations :

X |—oo 1-v5 0 1+v5 +00
') - + -
=~ 0,25

+00
~-8,5 0

Ona f(1-v5)=(2-2v5)eV5 1 ~ -8,5;
F1+V5) = (2+2v5) e V51 2 0,25;
f0)=-4

Partie 2

0
On considere la suite () définie pour tout entier naturel n par I, = f x"e *dx.
-2

0
1. Io=f e_xdx=[—e_x](izz—eO_eZ:eZ_l_

2. On calcule I, en faisant une intégration par partie : on a
ux) = e ukx) = -e7*
xn+1 ona

vV'ix) = X" vx) =
n+1
pRas! 0 0 _yntle2 g
In:[e—xx _[ _e—xxn:O_( ) + n+1 —
n+l]_, _2 n+1 n+1

m+DI,=—(-2)""e2+ 1,4 = Iy =2+ (n+ DI,
3. Légalité précédente donne avec :

en=0:L=(-2)'e?+Ij=-2e’+e’-1=—-e?-1,

en=1:L=(-272e?+1,=4e?-2e%2-2=2e?-2.

Partie 3

1. f alesigne du trinéme x? — 4 car quel que soit xe R, e ~* > 0.

Comme x? —4 = (x +2)(x —2) ce trindme a le signe de a = 1 donc est positif, sauf
sur l'intervalle borné par les deux racines soit sur I'intervalle ] — 2 ; 2[ ot f'x) < 0.
Donc sur I'intervalle | -2 ; 2[, f(x) <0 etsur ] —oo; —2[U]2; +ool, f(x) > 0.

2. € coupe I'axe des abscisses au point d’abscisse —2 t on vient de voir que sur I'in-
tervalle] -2, 0[, f(x) <0, donc l'aire S du domaine D est égale a 'opposé de I'inté-
grale de la fonctiond de x=-2a x=0.

zxze_x +4f0 e Y =—-L+

0 0 0
aire(D)=—f f(x)dx:—[ (x2—4)e_xdx=—f
2

_2 - -2
4]y =4 (—e2 -1)- (Ze2 -2) = 2e? -2~ 12,78 (ce que I'on peut conforter avec la

figure).
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