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EXERCICE 1 Thémes : probabilités Polynésie 4 mai 2022

Soit (u,) la suite définie par uy = 1 et pour tout entier naturel n

Up
1+u,

Uny1 =

1. a. Calculer les termes u, us et uz. On donnera les résultats sous forme de fractions
irréductibles.

b. Recopier le script python ci-dessous et compléter les lignes 3 et 6 pour que liste(k)
prenne en parametre un entier naturel k et renvoie la liste des premiéres valeurs de
la suite (u;,) de ug a uy.

1. | defliste(k) :

2. L=1]

3. u=...

4. foriinrange(0, k+1) :
5. L.append(u)

6. u=...

7. return(L)

2. On admet que, pour tout entier naturel n, u, est strictement positif.
Déterminer le sens de variation de la suite (u,,).

3. En déduire que la suite (u,) converge.
4. Déterminer la valeur de sa limite.
5. a. Conjecturer une expression de u, en fonction de n.

b. Démontrer par récurrence la conjecture précédente.

EXERCICE 2 Thémes : suites Polynésie 6 mai 2022

Au début del’année 2021, une colonie d’'oiseaux comptait 40 individus. L'observation conduit
a modéliser I’évolution de la population par la suite (u,,) définie pour tout entier naturel »n par :

Uop = 40
Up+1 = 0,008u, (200 - uy,)
ol u, désigne le nombre d’individus au début de 'année (2021 + n).

1. Donner une estimation, selon ce modele, du nombre d’oiseaux dans la colonie au début
de l'année 2022.
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On considere la fonction f définie sur I'intervalle [0; 100] par f(x) = 0,008x(200 — x).
2. Résoudre dans I'intervalle [0; 100] 'équation f(x) = x.

3. a. Démontrer que la fonction f est croissante sur l'intervalle [0; 100] et dresser son
tableau de variations.

b. En remarquant que, pour tout entier naturel n, u,.; = f (1,) démontrer par récur-
rence que, pour tout entier naturel n :

0 < up < Upt < 100.

c. En déduire que la suite (u,) est convergente.

d. Déterminer la limite ¢ de la suite (u;). Interpréter le résultat dans le contexte de
I'exercice.

4. On considere l'algorithme suivant :

def seuil(p) :
n=0
u=40
whileu<p:
n=n+1
u = 0.008*u*(200-u)
return(n+2021)

L'exécution de seuil(100) ne renvoie aucune valeur. Expliquer pourquoi a I’aide de la ques-
tion 3.

EXERCICE 3 Themes : suites, fonctions  Polynésie 30 aotit 2022

Soit k un nombre réel.
On considere la suite (u#,) définie par son premier terme 1 et pour tout entier naturel n,

Upi1 = kuy (1—uy).
Les deux parties de cet exercice sont indépendantes.
Ony étudie deux cas de figure selon les valeurs de k.
Partie 1

Dans cette partie, k =1,9 et up =0,1.
On a donc, pour tout entier naturel n, u,4+; =1,9u, (1 — uy).
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1. On considere la fonction f définie sur [0; 1] par f(x) = 1,9x(1 — x).
a. Ftudier les variations de f sur l'intervalle [0; 1].
b. En déduire que si x€[0; 1] alors f(x) €[0; 1].

2. Ci-dessous sont représentés les premiers termes de la suite (u,) construits a partir de la
courbe € de la fonction f et de la droite D d’équation y = x.

Conjecturer le sens de variation de la suite (u,) et sa limite éventuelle.

A
0,6 1 4

A
Q"

4

0,5 4+

0,4 +

0,3 +

02
ur = f(uo) |-~

0,1

0 1 1 1 1 1 1 1 1 =>
Op o1 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Uy U up us

3. a. En utilisant les résultats de la question 1, démontrer par récurrence que pour tout
entier naturel n :

/AN
N.I —

0< up < Ups1
b. En déduire que la suite (u,) converge.

c. Déterminer sa limite.

Partie 2

) 1 1
Dans cette partie, k = > et up = 7

1 1
On a donc, pour tout entier naturel n, 1,4+ = 3 U, (1—uy,) etuy= T

1 n
On admet que pour tout entier naturel n: 0 < u, < (5) .

1. Démontrer que la suite (1) converge et déterminer sa limite.

2. On consideére la fonction Python algo (p) ou p désigne un entier naturel non nul :
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def algo(p)
u =1/4
n=20
while u > 10*x(-p):
u = 1/2%xux(1 - u)
n = n+l
return(n)

Expliquer pourquoi, pour tout entier naturel non nul p, la boucle while ne tourne pas
indéfiniment, ce qui permet a la commande algo (p) de renvoyer une valeur.

EXERCICE 4 Themes : fonction exponentielle, suites Métropole 11 mai 2022

Dans le cadre d’'un essai clinique on envisage deux protocoles de traitement d'une maladie.
Lobjectif de cet exercice est d’étudier, pour ces deux protocoles, I'évolution de la quantité
de médicament présente dans le sang d'un patient en fonction du temps.

Les parties A et B sont indépendantes
Partie A : Etude du premier protocole

Le premier protocole consiste a faire absorber un médicament, sous forme de comprimé, au

patient.
On modélise la quantité de médicament présente dans le sang du patient, exprimée en mg,
par la fonction f définie sur l'intervalle [0; 10] par

f(l,) — 3l,e—0,5[+1 ,

ol t désigne le temps, exprimé en heure, écoulé depuis la prise du comprimé.

1. a. Onadmet que la fonction f est dérivable sur I'intervalle [0; 10] et on note f’ sa fonc-
tion dérivée.
Montrer que, pour tout nombre réel ¢ de [0; 10], ona: f'(¢) =3(=0,5¢+ 1)e %5+,
b. En déduire le tableau de variations de la fonction f sur l'intervalle [0; 10].
c. Selon cette modélisation, au bout de combien de temps la quantité de médicament
présente dans le sang du patient sera-t-elle maximale?
Quelle est alors cette quantité maximale?
2. a. Montrer que I'’équation f(¢) =5 admet une unique solution sur I'intervalle [0; 2] no-
tée a, dont on donnera une valeur approchée a 1072 preés.
On admet que 'équation f(f) =5 admet une unique solution sur I'intervalle [2; 10],
notée B, et qu'une valeur approchée de  a 102 pres est 3,46.

Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 6
Lycée Frangais Saint Exupéry - Brazzaville (Congo



b. On consideére que ce traitement est efficace lorsque la quantité de médicament pré-
sente dans le sang du patient est supérieure ou égale a 5 mg.
Déterminer, a la minute pres, la durée d’efficacité du médicament dans le cas de ce
protocole.

Partie B : Ftude du deuxiéme protocole

Le deuxieme protocole consiste a injecter initialement au patient, par piqlire intraveineuse,
une dose de 2 mg de médicament puis a réinjecter toutes les heures une dose de 1,8 mg.

On suppose que le médicament se diffuse instantanément dans le sang et qu'il est ensuite
progressivement éliminé.

On estime que lorsqu’'une heure s’est écoulée apres une injection, la quantité de médica-
ment dans le sang a diminué de 30 % par rapport a la quantité présente immédiatement apres
cette injection.

On modélise cette situation a I’aide de la suite (u,) ou, pour tout entier naturel n, u, désigne
la quantité de médicament, exprimée en mg, présente dans le sang du patient immédiatement
apres 'injection de la n-iéme heure. On a donc up = 2.

1. Calculer, selon cette modélisation, la quantité u;, de médicament (en mg) présente dans
le sang du patient immédiatement apres I'injection de la premiere heure.

2. Justifier que, pour tout entier naturel n, ona: u,4+; =0,7u, +1,8.
3. a. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, ona: u, < u,4+; <6.
b. En déduire que la suite (u,) est convergente. On note ¢ sa limite.
c. Déterminer la valeur de ¢. Interpréter cette valeur dans le contexte de I’exercice.
4. On considere la suite (v,) définie, pour tout entier naturel n, par v, =6 — u,.
a. Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison 0,7 dont on précisera
le premier terme.
b. Déterminer |'’expression de v, en fonction de n, puis de u, en fonction de n.
c. Avec ce protocole, on arréte les injections lorsque la quantité de médicament pré-
sente dans le sang du patient est supérieure ou égale a 5,5 mg.

Déterminer, en détaillant les calculs, le nombre d’injections réalisées en appliquant
ce protocole.

EXERCICE 5 Theémes : fonctions logarithmes et exponentielles, suites
Métropole 8 septembre 2022

Partie A
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On considere la fonction f définie sur I'intervalle [1 ; +oo[ par

Inx
flx) = "

ol In désigne la fonction logarithme népérien.

1. Donner la limite de la fonction f en +oo.
2. On admet que la fonction f est dérivable sur I'intervalle [1 ; +oo[ et on note f’ sa fonction
dérivée.

a. Montrer que, pour tout nombre réel x > 1, f'(x) = 1‘):%

b. Justifier le tableau de signes suivant, donnant le signe de f’(x) suivant les valeurs de
X.

X 1 e +00
f'(x) + 0 -

c. Dresser le tableau de variations complet de la fonction f.

3. Soit k un nombre réel positif ou nul.

a. Montrer que, si 0 < k < —, ’équation f(x) = k admet une unique solution sur I'inter-
e

valle [1; e].
1
b. Sik> > I'équation f(x) = k admet-elle des solutions sur I'intervalle [1; +oco[?

Justifier.

Partie B

Soit g la fonction définie sur R par:

k)

g(x) =ex.
On considere la suite (u,) définie par 1y =1 et, pour tout entier naturel 7 :

Un N .
Up1 = €4 Cest-a-dire: uy41 = g (Up).

1. Justifier que la fonction g est croissante sur R.
2. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona: u, < U+ <e.
3. En déduire que la suite (u,) est convergente.

On note ¢ la limite de la suite (u,,) et on admet que f est solution de 'équation :

&

€4 = X.

4. En déduire que ¢ est solution de I'équation f(x) = —, ou f est la fonction étudiée dans la

=] =

partie A.

5. Donner une valeur approchée 2 1072 prés de la limite ¢ de la suite (u;,).
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EXERCICE 6 Theéme : fonction logarithme; suites Meétropole 9 septembre 2022

Les parties B et C sont indépendantes

On consideére la fonction f définie sur ]0 ; +ool par

fx)=x-xInx,

ol In désigne la fonction logarithme népérien.

Partie A

Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers 0.
2. Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers +oo.
3. On admet que la fonction f est dérivable sur ]0 ; +oo[ et on note f’ sa fonction dérivée.
a. Démontrer que, pour toutréel x> 0,ona: f'(x) = —Inx.
b. En déduire les variations de la fonction f sur ]0; +oo[ et dresser son tableau de va-
riations.
4. Résoudre I'équation f(x) = x sur ]0; +ool.

Partie B
Dans cette partie, on pourra utiliser avec profit certains résultats de la partie A.
On considere la suite (u,) définie par :

{ Ug = 0,5

Upt1 = Up—Uuylnu, pour tout entier naturel n,

Ainsi, pour tout entier naturel n, on a: u,+1 = f (un).

1. Onrappelle que la fonction f est croissante sur I'intervalle [0,5; 1].

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona: 0,5 < u, < up+ < 1.
2. a. Montrer que la suite (u,) est convergente.

b. On note ¢ lalimite de la suite (#;). Déterminer la valeur de ¢.

Partie C
Pour un nombre réel k quelconque, on considére la fonction fj définie sur ]0; +ool par :

fr(x) =kx—xInx.

1. Pour tout nombre réel k, montrer que f; admet un maximum y; atteint en x; = e* 1.

2. Vérifier que, pour tout nombre réel k, on a : xi = y.

Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques
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EXERCICE 7 Themes : fonction exponentielle, suites Centres Etrangers 11 mai 2022

Partie A :

Soit h la fonction définie sur R par
h(x)=¢e*—x

1. Déterminer les limites de h en —oo et +oo.
2. Etudier les variations de & et dresser son tableau de variation.

3. En déduire que:
si a et b sont deuxréels tels que 0 < a < b alors h(a) — h(b) < 0.

PartieB:

Soit f la fonction définie sur R par

flx)=e

On note € sa courbe représentative dans un repere (O AN )

1. Déterminer une équation de la tangente T a ‘6 au point d’abscisse 0.

Dans la suite de I'exercice on s'intéresse a I’écart entre T et 6y au voisinage de 0.
Cet écart est défini comme la différence des ordonnées des points de T et ‘6 de méme abs-
cisse.

On s’'intéresse aux points d’abscisse l, avec n entier naturel non nul.
On considere alors la suite (u,,) déﬁnrile pour tout entier naturel non nul » par:
1 1
un:exp(—)———l
n) n
2. Déterminer la limite de la suite (u;,).
3. a. Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n,
1 1
Up+1 —Un = h(m) - h(g)
ol h est la fonction définie a la partie A.
b. En déduire le sens de variation de la suite (u,,).

4. Letableau ci-dessous donne des valeurs approchées a 10~ des premiers termes de la suite
(tn).

Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 10
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Un
0,718281828
0,148721271
0,062279092
0,034025417
0,021402758
0,014693746
0,010707852
0,008148453
0,006407958
0,005170918

©|lo|N|o|uln|w| o]~

[—
(e}

Donner la plus petite valeur de I'entier naturel n pour laquelle I'écart entre T et €'y semble
étre inférieur 2 1072,

EXERCICE 8 Themes : fonction logarithme, suites Centres Etrangers 12 mai 2022

Soit f la fonction définie sur I'intervalle |0 ; +oo[ par

fx)=xIn(x)+1

On note €r sa courbe représentative dans un repére du plan.

1. Déterminer la limite de la fonction f en 0 ainsi que sa limite en +oo.

2. a. Onadmet que f est dérivable sur ]0 ; +oo[ et on notera f’ sa fonction dérivée.
Montrer que pour tout réel x strictement positif :

f'(x) =1 +In(x).
b. En déduire le tableau de variation de la fonction f sur ]0; +oo[. On y fera figurer la
valeur exacte de I'extremum de f sur ]0; +oo[ et les limites.
Justifier que pour tout x €]0; 11, f(x) €]0; 1[.
Déterminer une équation de la tangente (T) a la courbe 6 au point d’abscisse 1.

Etudier la convexité de la fonction f sur]0; +ool.

o F &0

En déduire que pour tout réel x strictement positif :

fx)=>x
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4. On définit la suite (u,) par son premier terme 1 élément de I'intervalle ]0; 1[ et pour tout
entier naturel n :
Up+1 = f (Un)
a. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n,ona: 0 < u, <1.
b. Déduire de la question 3. c. la croissance de la suite (u,).
c. En déduire que la suite (u,) est convergente.
EXERCICE 9 Theémes : suites, programmation Asie 17 mai 2022

Partie A : modele discret de la quantité médicamenteuse

Apres une premiere injection de 1 mg de médicament, le patient est placé sous perfusion.

On estime que, toutes les 30 minutes, I'organisme du patient élimine 10 % de la quantité
de médicament présente dans le sang et qu’il recoit une dose supplémentaire de 0,25 mg de la
substance médicamenteuse.

On étudie I'évolution de la quantité de médicament dans le sang avec le modele suivant :

pour tout entier naturel n, on note u, la quantité, en mg, de médicament dans le sang du
patient au bout de n périodes de trente minutes. On a donc uy = 1.

1.
2.
3.

4.

Calculer la quantité de médicament dans le sang au bout d’'une demi-heure.
Justifier que, pour tout entier naturel n, u,+; = 0,9u, + 0,25.
a. Montrer par récurrence sur n que, pour tout entier naturel n, u, < u,+; <5.
b. En déduire que la suite (u,) est convergente.

On estime que le médicament est réellement efficace lorsque sa quantité dans le sang du
patient est supérieure ou égale a 1,8 mg.
a. Recopier et compléter le script écrit en langage Python suivant de maniere a déter-
miner au bout de combien de périodes de trente minutes le médicament commence
a étre réellement efficace.

def efficace():
u=1

return n
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b. Quelle est la valeur renvoyée par ce script? Interpréter ce résultat dans le contexte de
I'exercice.

5. Soit (v,) la suite définie, pour tout entier naturel n, par v, = 2,5 — u,.

a. Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier
terme (vp).

b. Montrer que, pour tout entier naturel n, u,, =2,5-1,5x0,9".

c. Le médicament devient toxique lorsque sa quantité présente dans le sang du patient
dépasse 3 mg.

D’apres le modele choisi, le traitement présente-t-il un risque pour le patient? Justi-
fier.

Partie B : modéle continu de la quantité médicamenteuse

Apres une injection initiale de 1 mg de médicament, le patient est placé sous perfusion.

Le débit de la substance médicamenteuse administrée au patient est de 0,5 mg par heure.

La quantité de médicament dans le sang du patient, en fonction du temps, est modélisée par
la fonction f, définie sur [0 ; +ool, par

f(H)=2,5-1,5e"%2,

ol t désigne la durée de la perfusion exprimée en heure.
On rappelle que ce médicament est réellement efficace lorsque sa quantité dans le sang du
patient est supérieure ou égale a 1,8 mg.

1. Le médicament est-il réellement efficace au bout de 3 h 45 min?

2. Selon ce modele, déterminer au bout de combien de temps le médicament devient réel-
lement efficace.

3. Comparer le résultat obtenu avec celui obtenu a la question 4. b. du modele discret de la
Partie A.

EXERCICE 10 Themes : Suites numériques. Algorithmique et programmation Asie 18 mai 2022

On s’'intéresse au développement d'une bactérie.

Dans cet exercice, on modélise son développement avec les hypotheses suivantes : cette
bactérie a une probabilité 0,3 de mourir sans descendance et une probabilité 0,7 de se diviser
en deux bactéries filles.
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Dans le cadre de cette expérience, on admet que les lois de reproduction des bactéries sont

les mémes pour toutes les générations de bactéries qu’elles soient mere ou fille.

Pour tout entier naturel n, on appelle p, la probabilité d’obtenir au plus n descendances
pour une bactérie.
On admet que, d’apreés ce modele, la suite (p,,) est définie de la fagon suivante :
po = 0,3 et, pour tout entier naturel n,

1. La feuille de calcul ci-dessous donne des valeurs appro-
chées de la suite (p,)

a.

b.
3. On appelle L la limite de la suite (pp,).

a. Justifier que L est solution de I"’équation

b.

. Quelle est la probabilité, arrondie a 1073 pres, d’ob-

. Démontrer par récurrence sur n que, pour tout entier|

Pni1=0,3+0,7p3.

Déterminer les valeurs exactes de p; et p, (masquées

dans la feuille de calcul) et interpréter ces valeurs

dans le contexte de I'énoncé.

tenir au moins 11 générations de bactéries a partir

d’une bactérie de ce type?

Formuler des conjectures sur les variations et la

convergence de la suite (py).

naturel 1,0 < p;, < pp+1 < 0,5.

Justifier que la suite (p,) est convergente.

0,7x°—x+0,3=0

Déterminer alors la limite de la suite (p;,).

A B
1 | n Pn
210 0,3
311
4 | 2
5|3 0,407 69562
6 | 4 0,416351
715 0,42134371
8 |6 0,424 27137
9 | 7 0,426 004 33
10| 8 0,42703578
1119 0,42765169
12 | 10 0,42802018
13 | 11 0,428 24089
14 | 12 0,42837318
15 | 13 0,428 45251
16 | 14 0,428 50009
17 | 15 0,428 528 63
18 | 16 0,428 54575
19 | 17 0,428 556 02

4. La fonction suivante, écrite en langage Python, a pour objectif de renvoyer les n premiers
termes de la suite (p,,).

1| def suite(n)

2 p= ...

3 s=[p

4 for i in range (...)
5 p=...

6 s .append (p)

7 return (s)

Recopier, sur votre copie, cette fonction en complétant les lignes 2, 4 et 5 de fagon a ce que
la fonction suite (n) retourne, sous forme de liste, les n premiers termes de la suite.
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EXERCICE 11 Thémes : suites, fonctions, fonction exponentielle
Centres Etrangers G1 18 mai 2022

Partie A

On consideére la fonction f définie pour tout réel x par:

fx)=1+x—e"*2

On admet que la fonction f est dérivable sur R. On note f’ sa dérivée.

1. a. Déterminer lalimite de la fonction f en —co.

0,5x
b. Démontrer que, pour tout réel x non nul, f(x) =1+0,5x (2 ~ 05 X e‘z).

)

En déduire la limite de la fonction f en +oco.

2. a. Déterminer f’(x) pour tout réel x.
b. Démontrer que I’ensemble des solutions de I'inéquation f’(x) < 0 est I'intervalle
14+2In(2) ; +ool.
3. Déduire des questions précédentes le tableau de variation de la fonction f sur R. On fera
figurer la valeur exacte de 'image de 4 +21n(2) par f.

4. Montrer que I'’équation f(x) = 0 admet une unique solution sur 'intervalle [-1 ; 0].

Partie B

On considere la suite (u,) définie par uy = 0 et, pour tout entier naturel n, u,;+; = f(u,) ou
f estlafonction définie a la partie A.

1. a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, ona:

Up < Upt1 <4

b. En déduire que la suite (u#,) converge. On notera ¢ la limite.

2. a. Onrappelle que f vérifie la relation ¢ = f(¢).
Démontrer que ¢ = 4.

b.
def valeur (a)
u=20
n=2~0

On consideére la fonction valeur écrite

i hil < a:
ci-contre dans le langage Python : whille u s a

u=1 + u - exp(0.5%u - 2)
n = n+l
returnn

Linstruction valeur(3.99) renvoie la valeur 12.
Interpréter ce résultat dans le contexte de I’exercice.
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EXERCICE 12 Theémes : Fonctions, Fonction exponentielle, Fonction logarithme; Suites

Centres Etrangers G1 19 mai 2022

Partie A

On consideére la fonction f définie pour tout réel x de ]0; 1] par:

fx) =e* +In(x).

1. Calculer la limite de f en 0.
2. On admet que f est dérivable sur ]0; 1]. On note f’ sa fonction dérivée.

Démontrer que, pour tout réel x appartenanta]0; 1],ona:

poo I—xe™
f(x)——x

3. Justifier que, pour tout réel x appartenanta ]0; 1], ona xe™* < 1.
En déduire le tableau de variation de f sur ]0; 1].

4. Démontrer qu’il existe un unique réel ¢ appartenanta ]0; 1] tel que f(¢) = 0.

Partie B

1. On définit deux suites (ay,) et (b,) par:

apg = L [7 P e bn
0 10 et, pour tout entier naturel n,{ b’” o=t

b()Il n+l =

a. Calculer a; et b;. On donnera des valeurs approchées a 102 pres.

b. On considere ci-dessous la fonction termes, écrite en langage Python.

def termes (n)
a=1/10
b=1
for k in range(O,n)

a=c
return(a,b)

Recopier et compléter sans justifier le cadre ci-dessus de telle sorte que la fonction
termes calcule les termes des suites (a;,) et (b;,).
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2. Onrappelle que la fonction x — e~ est décroissante sur R.

a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a:

0<an<an+1<bn+1<bn<1

b. En déduire que les suites (a,) et (b,,) sont convergentes.

3. On note Alalimite de (a,) et B lalimite de (b;,).
On admet que A et B appartiennent a 'intervalle ]0; 1], etque A=e B et B=e™4.

a. Démontrer que f(A) =0.

b. Déterminer A— B.

EXERCICE 13 Theéme : suites Amérique du Nord 18 mai 2022

Dans cet exercice, on considere la suite (7,) définie par :

To = 180et, pour tout entier naturel n, Tj,+1 = 0,9557,,+ 0,9

1. a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, T, > 20.

b. Vérifier que pour tout entier naturel n, T,4+; — T, = —0,045 (T, —20). En déduire le
sens de variation de la suite (7},).

c. Conclure de ce qui précede que la suite (T,) est convergente. Justifier.
2. Pour tout entier naturel n, on pose : u, = T, — 20.
a. Montrer que la suite (u,) est une suite géométrique dont on précisera la raison.
b. En déduire que pour tout entier naturel n, T; =20+ 160 x 0,955".
c. Calculer lalimite de la suite (7T;,).
d. Résoudre I'inéquation T, < 120 d'inconnue n entier naturel.

3. Dans cette partie, on s’intéresse a I’évolution de la température au centre d'un gateau
apres sa sortie du four.
On considere qu’a la sortie du four, la température au centre du gateau est de 180° C et
celle de I'air ambiant de 20° C.
La loi de refroidissement de Newton permet de modéliser la température au centre du
gateau par la suite précédente (7},). Plus précisément, T, représente la température au
centre du gateau, exprimée en degré Celsius, n minutes apres sa sortie du four.

a. Expliquer pourquoi la limite de la suite (T,,) déterminée a la question 2. c. était pré-
visible dans le contexte de |’exercice.
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b. On considére la fonction Python ci-dessous :

def temp(x) :
T=180
n=0
while T > x:
T=0.955*T+0.9
n=n+1
returnn

Donner le résultat obtenu en. exécutant la commande temp(120).
Interpréter le résultat dans le contexte de I'exercice.

EXERCICE 14 Theéme : suites, probabilités Amérique du Nord 19 mai 2022

Dans une région touristique, une société propose un service de location de vélos pour la
journée.

La société dispose de deux points de location distinctes, le point A et le point B. Les vélos
peuvent étre empruntés et restitués indifféremment dans I'un ou 'autre des deux points de lo-
cation.

On admettra que le nombre total de vélos est constant et que tous les matins, a I’'ouverture
du service, chaque vélo se trouve au point A ou au point B.

D’apres une étude statistique :
e Siun vélo se trouve au point A un matin, la probabilité qu’il se trouve au point A le matin
suivant est égale a 0,84;

e Siun vélo se trouve au point B un matin la probabilité qu'il se trouve au point B le matin
suivant est égale a 0,76.
ATlouverture du service le premier matin, la société a disposé la moitié de ses vélos au point A,
I’autre moitié au point B.
On considere un vélo de la société pris au hasard.

Pour tout entier naturel non nul #n, on définit les événements suivants :

e A, :«levélo se trouve au point A le n-ieme matin »

e B, :«levélo se trouve au point B le n-iéme matin ».

Pour tout entier naturel non nul n, on note a,, la probabilité de I'évenement A,, et b,, la proba-
bilité de I’évenement B,,. Ainsi a; = 0,5 et b; = 0,5.
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1. Recopier et compléter ’arbre pondéré ci-dessous qui modélise la situation pour les deux
premiers matins :

2. a. Calculer a,.

b. Le vélo se trouve au point A le deuxieme matin. Calculer la probabilité qu’il se soit
trouvé au point B le premier matin. La probabilité sera arrondie au millieme.

3. a. Recopier et compléter I'arbre pondéré ci-dessous qui modélise la situation pour les
n-iéme et n + 1-iéme matins.

b. Justifier que pour tout entier naturel non nul n, a,+; =0,6a, +0,24.
4. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel non nul n, a, =0,6-0,1 x 0,6"71.

5. Déterminer la limite de la suite (a;,) et interpréter cette limite dans le contexte de I'exer-
cice.

6. Déterminer le plus petit entier naturel n tel que a,, > 0,599 et interpréter le résultat obtenu
dans le contexte de I'exercice.

EXERCICE 15 Theéme : suites Amérique du Sud 26 septembre 2022

1
Soit (u,) la suite définie par uy = 4 et, pour tout entier naturel n, 1,4+ = gu%

1. a. Calculer u; et u,.
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b. Recopier et compléter la fonction ci-dessous écrite en langage Python. Cette fonction
est nommée suite_u et prend pour parametre I’entier naturel p.

Elle renvoie la valeur du terme de rang p de la suite (u,).

def suite_u(p)

u= ...

for i in range(1,...)
u-=...

return u

2. a. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 0 < u, < 4.
b. Démontrer que la suite (u;) est décroissante.
c. En déduire que la suite (u,) est convergente.

1
3. a. Justifier que la limite ¢ de la suite (u,) vérifie I'égalité ¢ = géz.

b. En déduire la valeur de ¢.
4. Pour tout entier naturel n, on pose v, = In (u,) et w, = v, —In(5).
a. Montrer que, pour tout entier naturel n, v,+; =2v, —In(5).
b. Montrer que la suite (w;) est géométrique de raison 2.
c. Pour tout entier naturel n, donner 'expression de w;, en fonction de n et montrer
que v, = ln(g) x 2" +1In(5).

5. Calculer lim v, etretrouver lim u,.
n—+oo n—+oo

EXERCICE 16 Theéme : suites Amérique du Sud 27 septembre 2022

La population d’'une espece en voie de disparition est surveillée de prés dans une réserve natu-
relle.

Les conditions climatiques ainsi que le braconnage font que cette population diminue de 10 %
chaque année.

Afin de compenser ces pertes, on réintroduit dans la réserve 100 individus a la fin de chaque
année.

On souhaite étudier I'évolution de I'effectif de cette population au cours du temps. Pour cela,
on modélise I'effectif de la population de I'espece par la suite (u,,) ou u, représente I'effectif de
la population au début de 'année 2020 + n.

On admet que pour tout entier naturel n, u, > 0.

Au début de I'année 2020, la population étudiée compte 2 000 individus, ainsi uy = 2000.
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1. Justifier que la suite (u,) vérifie la relation de récurrence :

Un+]_ = 0,9 un + 100.

. Calculer u; puis u,.
. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n: 1000 < 1,41 < Up.

. Lasuite (u,) est-elle convergente? Justifier la réponse.

G = W N

. On considere la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par v, = u;, —1000.
a. Montrer que la suite (v,) est géométrique de raison 0,9.
b. En déduire que, pour tout entier naturel n, u, =1000(1+0,9").

c. Déterminer la limite de la suite (u;,).
En donner une interprétation dans le contexte de cet exercice.

6. On souhaite déterminer le nombre d’années nécessaires pour que I’effectif de la popula-
tion passe en dessous d'un certain seuil S (avec S > 1000).

a. Déterminer le plus petit entier n tel que u, < 1020.
Justifier la réponse par un calcul.

b. Dans le programme Python ci-contre, la va- 1 def population(S)
riable n désigne le nombre d’années écoulées 2 n=0
depuis 2020, la variable u désigne I'effectif de 3 u=2000
la population. 4
Recopier et compléter ce programme afin 5 while ...... :
qu’il retourne le nombre d’années nécessaires 6 u=
pour que l'effectif de la population passe en 7 n=
dessous du seuil S. 8  return
EXERCICE 17 Theéme : fonctions, fonction exponentielle, suites

Nouvelle-Calédonie 26 octobre 2022

On considere la fonction f définie sur R par

f(x) = x3e”.
On admet que la fonction f est dérivable sur R et on note f’ sa fonction dérivée.

1. On définit la suite (u,) par up = —1 et, pour tout entier naturel n, u,+; = f (uy).

a. Calculer u; puis uy.
On donnera les valeurs exactes, puis les valeurs approchées & 1073.
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b. On considére la fonction fonc, écrite en langage Python ci-dessous.

a.

On rappelle qu’en langage Python,
«i in range (n) »signifie que

ivariedeOan -1.

def fonc (n):
u=-1
for i in range(n)
u=ux*3*exp (u)
return u

Déterminer, sans justifier, la valeur renvoyée par fonc (2) arrondie a 1073,

Démontrer que, pour tout x réel, on a f’(x) = x>e*(x +3).

b. Justifier que le tableau de variations de f sur R est celui représenté ci-dessous :

C.

e. On note ¢ la limite de la suite (u,,).

X

o0

-3 +00

f

0

\_276_ /

+00

Démontrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n,on a:

—1<up < Up1 <0.

En déduire que la suite (u,) est convergente.

On rappelle que ¢ est solution de I'’équation f(x) = x.

Déterminer ¢. (Pour cela, on admettra que I'équation x?e* — 1 = 0 posséde une seule

solution dans R et que celle-ci est strictement supérieure a 5)'
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ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 1
Polynésie 4 mai 2022

Soit (u,) la suite définie par uy = 1 et pour tout entier naturel n, u,4; = . +n .
Up
U 1 ui 1 Us 1
1. a uw=upn=——=-,U= =—etus= =_.
1+uy 2 1+u; 3 1+u, 4

b. On complete les lignes 3 et 6 du script python ci-dessous pour que liste(k) prenne en
parametre un entier naturel k et renvoie la liste des premieres valeurs de la suite ()

de up a ug.
1. | defliste(k) :
2. L=1]
3. u=1
4. foriinrange(0, k+1) :
5. L.append(u)
6. u=u/(l+u)
7. return(L)

2. On admet que, pour tout entier naturel n, u, est strictement positif.
Un un—up(l+uy)  —uy

1+u, 1+u, 1+u,
La suite (u;) est donc décroissante.

Upil— Up = < 0 car u, est strictement positif.

3. (uy,) est décroissante et minorée par 0; d’apres le théoreme de la convergence monotone,
la suite (u,) est convergente vers une limite ¢ positive ou nulle.

X
4. On consideére la fonction f(x) = oz’ onaalors u,4+1 = f (up).
La fonction f est continue, car dérivable sur R*, donc la limite ¢ vérifie I'égalité f(¢) = ¢.
l
Onrésout'équation: —— =0 < (=0(1+/0) < 0=/(? < (=0.

1+7¢
Donc la suite (u;) a pour limite 0.

1
5. a. Auvu des premiers termes, on peut conjecturer que pour n €N, ona u, = 1
n
b. On démontre par récurrence la conjecture précédente. Soit P, la propriété : u, =
1
n+1

o Initialisation:

pour n=0, ug = =1 donc P, est vraie.

0+1
o Hérédité:

) 1
Supposons que P, est vraie pour n €N, on adonc u, = —.
n

+1
1 1
u 1 . .
On aalors u;,41 = pn___n+l __n+l :larelation est vraie au
1+u, 1+ 1 n+l1+1 14+m+1)
n+1 n+1
rang (n+1).
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P, ., est donc vraie.
Comme Py est vraie, et que pour n €N, P, vraie entraine P, vraie, d’apres le prin-
cipe de récurrence on peut dire que pour tout n € N, P, est vraie.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 2
Polynésie 6 mai 2022

1. Cannée 2022 est 'année 2021 + 1, donc on doit calculer u;.
u; =0,0081(200 — 1) = 0,008 x 40 x 160 =51,2.
Lestimation est donc de 51,2 oiseaux (arrondie a 51 animaux).
2. Résolvons f(x) = x.
f(x)=x < 0,008x(200 — x) = x
— 1,6x—-0,008x* = x
< 0,008x*-0,6x=0
<~ x(0,008x—-0,6)=0
<~ x=0 ou 0,008x-0,6=0
0,6

<~ x=0 ou x=——=75
0,008

L'équation admet deux solutions dans [0; 100] : 0 et 75.

3. a. Pourtoutxentre0et100,0ona: f(x) = —0,008x% +1,6x. C’est une fonction polynéme
de degré 2, dont le coefficient dominant est négatif (—0,008).
Le sommet de la parabole représentant la fonction définie sur R a pour abscisse :

-1,6
— =100.
2 x (-0,008)

La fonction définie sur R serait donc croissante sur l'intervalle | — oo ; 100] et dé-
croissante sur [100 ; +oo[, donc f, qui est définie sur [0 ; 100] est bien strictement
croissante sur [0; 100].

b. Pour tout entier naturel n, on pose P, la propriété: « 0 < u, < up4+1 < 100 ».
<

— Initialisation : On a ug = 40 et u; = 51,2, donc on a bien 0 < uy < ©; <100 donc

la propriété Py est vraie.
— Hérédité : Soit n un entier naturel . On suppose P,, vraie.
Py, = 0< up < Up41 < 100
= f(0) < f(un) < f(ups1) < f(100)  f est croissante sur [0; 100]
= 0< Up+1 S Ups2 <80  car f(0)=0; £(100) =80
= 0< Upsr < Upv2 < 100

= Py
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Ainsi, la propriété est héréditaire.

— Conclusion: La propriété Py est vraie, et pour un naturel n quelconque, si P, est
vraie, P+ I'est aussi donc, d’aprés ’axiome du raisonnement par récurrence :
VneN;, 0<u,< Uy <100
On en déduit donc que la suite est bornée par 0 et 100, et qu’elle est croissante.

c. La suite est croissante et majorée par 100, donc elle converge vers une limite ¢, qui
est supérieure a 1y = 40 et inférieure au majorant 100.

d. Puisque la suite est convergente et définie par récurrence et que la fonction de récur-
rence [ est continue sur [0; 100], intervalle contenant la limite ¢, d’apres le théoréeme
du point fixe, ¢ est une solution de I'’équation f(x) = x.
Comme on a établi que cette équation n’a que deux solutions dans [0 ; 100], 0 et 75,
et que I'on a établi que ¢ est comprise entre 40 et 100, il vient que ¢ = 75.
La suite converge donc vers 75.

4. Le principe de cette fonction seuil (p) est de renvoyer I'année ol I'estimation dépasse
le seuil p, notre suite ici est croissante et converge vers 75, donc elle est majorée par 75.
Aucun terme ne dépassera donc 75, et le test de la boucle while sera toujours satisfait,
donc on aura une fonction qui tourne de facon infinie et ne renvoie donc aucun résultat.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 3
Polynésie 30 aott 2022

Soit k un nombre réel.
On considere la suite (u,) définie par son premier terme g et pour tout entier naturel n,

Partie 1
Dans cette partie, k = 1,9 et uy = 0,1; on a donc, pour tout entier naturel n, u,+1 =1,9u, (1 —u,).

1. On considere la fonction f définie sur [0; 1] par f(x) = 1,9x(1 — x).

a. On étudie les variations de f surl'intervalle [0; 1].
f’(x) =191-x+19%x%x(-1)=1,9-1,9x-1,9x=1,9(1 - 2x)

1
X 0 3 1
ff(x)=19(1-2x) + ) -
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f0)=0;f(3)=0475¢et f(1)=0

On établit le tableau des variations de f sur[0;1]:

x |0 ] 1
f'x) + )
0,475
fx)
0 0

b. On peut en déduire que si x € [0; 1] alors f(x) € [0; 0,475] donc f(x) € [0; 1].

2. Ci-dessous sont représentés les premiers termes de la suite (u,) construits a partir de la

courbe € de la fonction f et de la droite D d’équation y = x.

0,6 1
0,5 4+
04 4
0,3 4

0,2
ur = f(uo) |-~

0,1

0,2

Ug U1

Uy us

La suite (u,) semble croissante et semble converger vers I’abscisse du point d’intersection

de <€f et D.

3. a. Soit 2, lapropriété: 0 < u, < upt1 <

¢ Initialisation
Pour n=0, u, =up=0,1et u,.1 =19 (1—1uy) =1,9%x0,1x0,9=0,171; donc

O0<uy< g

1
<3

N

La propriété est vraie au rang 0.

» Hérédité

On suppose la propriété vraie au rang n, c’est-a-dire 0 < u, < Up+ < % C’est
I'hypothése de récurrence.
La fonction f est croissante sur [0;1] donc f(0) < f(un) < f(un+1) < [ (3).
f©0) =0, f(un) = uns1, f(Uns1) = Unsz et f(3) =0,475< 5
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On en déduitque: 0 < uy+1 < Upto < %
Donc la propriété est vraie au rang n + 1.
e Conclusion
La propriété est vraie au rang 0, et elle est héréditaire; donc, d’apres le principe
de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel 7.

N~

On a donc démontré que, pour tout entier naturel n,ona: 0 < u, < Uy <
b. De la propriété précédente, on tire :
* pour tout n, u, < uy+1 donc la suite (u,) est croissante;
* pour tout n, u, < % donc la suite (u,) est majorée par %
La suite (u,) est croissante et majorée donc, d’apres le théoréme de la convergence
monotone, elle est convergente.
c. On appelle ¢ la limite de la suite (u,).
Comme pour toutn, f (u,) = u,+1 et que la fonction f est continue, la limite ¢ vérifie
f)y==¢.
On résout I'équation f(x) = x:
fX)=x = 19x(1-x)=x < 1,9x(1-x)—x=0
— x(1,9-19%x-1)=0 < x(0,9-1,9x) =0

<~ x=00u09-19x=0 < x=00ux= 1’9

(=)

©

La suite (u;,) est croissante donc ¢ > ug soit £ > 0,1.
La seule solution possible est donc ¢ = % = 19—9 ~0,474.

Partie 2

Dans cette partie, k = % et ug = i, donc, pour tout n, U, = %un 11— uy).

On admet que pour tout entier naturel 7: 0 < u,, < (%) "

1 1\"
1. 0< 3 < 1 doncla suite géométrique (v,) définie pour tout n par v, = (E) est convergente

vers 0.

n—+oo n—+oo
gendarmes, la suite (u,) est convergente et a pour limite 0.

n 1 n
Pour tout n, 0 < u; < (5) et lim 0= lim (5) = 0 donc, d’apres le théoreme des

2. On consideére la fonction Python algo (p) ol p désigne un entier naturel non nul :

def algo(p)
u =1/4
n=2~0
while u > 10**x(-p):
u = 1/2*%ux(1 - u)
n = nt+l
return(n)
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Partie A
1. a.
b.
C.
2. a.
b.

La boucle s’arréte quand u est inférieur ou égal a 10** (-p), c’est-a-dire pour la premiere
valeur de n vérifiant u, < 107”. Comme lim u, =0, ilyaune premiere valeur ng a partir
n—+oo

delaquelle u, < 1077 pour tout n > ny. Laboucle while ne tourne donc pas indéfiniment,
ce qui permet a la commande algo (p) de renvoyer une valeur.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 4
Métropole 11 mai 2022

Lafonction f est continue et dérivable sur [0; 10]. En utilisant les regles de dérivation
d’un produit, on obtient :

() =3e7 05 4 3¢ x —0,5e%°H! =705+ (+ —3(0,5¢+ 1)) = (1,51 +3)e 051+!
Donc Vte [0; 10], f'(£) =3(=0,5¢+ 1)e 01!

Vte[0; 10], e %% > 0 donc f'(f) ale méme signe que —0,5¢ + 1.

-0,5t+1>20 < x<2.

Dans le tableau : f(0) =0, f(2) =6e° =6 et f(10) =30e>"1 =30e™.

D’ot le tableau de variation de f :

X 0 2 10

f'(x) + 0 -

6
f(x) /
0 \ 30e™*

Le maximum de la fonction f est atteint pour ¢ = 2, et f(2) = 6. La dose maximale de
6 mg sera atteinte au bout de 2 heures.

Sur l'intervalle [0 ; 2], la fonction f est continue et strictement croissante a valeurs
dans [0 ; 6]. Or 5 € [0 ; 6], donc d’apres le corollaire du TVI (théoreme des valeurs
intermédiaires), 'équation f(f) = 5 admet une unique solution, notée a, dans 'in-
tervalle [0 ; 2].

A la calculatrice, a =~ 1,02.

D’apreés le tableau de variations, f(¢f) > 5 < t€ [a; B]l. De plus f—a = 2,44
(heures).

Donc le traitement sera efficace pendant 2,44 heures soit environ 146 minutes.
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Partie A

1. Au bout d’'une heure, la quantité de médicament dans le sang diminue de 30 %, donc il en
reste 70 %. Puis on en injecte a nouveau 1,8 mg. Sachant que uy = 2, alors u; = 0,70 x 2 +
1,8 = 3,2. Au bout d'une heure, la quantité de médicament dans le sang sera de 3,2 mg.

2. Soi n € N. u, désigne la quantité de médicament dans le sang au bout de n heures. Une
heure plus tard, il ne restera que 70 % de la quantité précédente (70 % de u,), puis on en
ajoute 1,8 mg par injection.

DoncVneN, uyy1 =0,7 x u,, +1,8.

3. a. Montrons par récurrence que VneN, u, < U4+ <6.

Initialisation : ug = 2 et u; = 3,2. Donc uy < u; < 6. Linitialisation est vérifiée.
Hérédité : on suppose que si n € N, alors u, < uy+1 <6.

Montrons que u,4+1 < Up42 <6.

Uy S U1 <6 <= 0,7xu, <0,7xup1<0,7x6 < 0,7u, <0,7u,:1 <4,2
donc0,7u, +1,8 <0,7u;+1+1,8<4,2+1,8 <— 0,7u,+1,8<0,7u,+1 +1,8<6.
Donc ;41 < Uy < 6. Lhérédité est démontrée.

Conclusion : La proposition est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n, elle I'est
aussiaurang n+ 1.

D’apres I'axiome de récurrence, Vn e N, u, < uy4+ <6.
Nous venons de montrer que Vn € N, u, < u,4+1 <6. Cela signifie que la suite (u,,) est

croissante et majorée par 6. Donc d’apres le théoréeme de convergence monotone, la
suite (u,) converge vers une limite finie notée ¢.

La suite (u#,) converge vers ¢ donc ¢ est 'unique solution de I’équation ¢ =0,7¢ + 1,8
(théoreme du point fixe).

1=0,71+1,8 < 0,31=1,8 < [=6.Donc lim u,=6
n—+oo

4. On considere la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par v,, = —u, +6.

4,2
a. vneN vy =—-up1 +6=—0,7%xu,+1,8)+6=-0,7u,, +4,2=0,7 (—un + ﬁ)

)

=0,7(-u, +6)=0,7v,.

Donc Vn € N, v,41 = 0,71, donc la suite (v,) est gé¢ométrique de raison 0,7 et de
premier terme vy = —uy+ 6 = 4.

VneN, v,=voxq"=4x%x0,7"

DeplusVneN, v, =-u,+6donc u,=-v,+6=6-4x0,7".

-0,5
Uy =55 6-4x0,7">255 < —-4x0,7">-0,5 < 0,7" < ——

1 In(8)
— In(0,7") <In|{=| = nxIn(0,7) <-1n8) <= n> - carIn(0,7) <0
8 In(0,7)
2In(2) . . 2In(2)
Doncn > - . Ala calculatrice : — ~ 5,83 donc n > 6.

In(0,7) In(0,7)
Cela signifie que ug > 5,5. Il faudra donc au total 7 injections (de I'injection initiale
up ala 7¢ qui correspond a ug).
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ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 5
Métropole 8 septembre 2022

Partie A

On considere la fonction f définie sur I'intervalle [1 ; +oo[ par

Inx

f(x)ZT,

ol In désigne la fonction logarithme népérien.

Inx
1. Onsaitque lim — =0,donc lim f(x)=0.
X—+o0o X X—+00

L'axe des abscisses est asymptote horizontale au graphe de la fonctionf au voisinage de
plus I'infini.
2. On admet que la fonction f est dérivable sur I'intervalle [1 ; +oo[ et on note f’ sa fonction
dérivée.
a. En dérivant f(x) comme un quotient, on obtient pour x > 1:

1
—xx—-1xlnx
Flay =X _1-Inx
- x2 X2

b. Quel que soit x, x?> > 0, le signe de f'(x) est donc celui du numérateur 1 —Inx:
e 1-Inx>0 < 1>Inx < e>x: f'(x) >0surl'intervalle [1 ; e];
e 1-Inx<0 < 1<Inx < e<x: f'(x) <0surlintervalle [e; +ool.
e 1-Inx=0<= 1=Inx < e=x.
On a donc le tableau de signes de f'(x) :

X 1 e +00

f'(x) + ) -

1
c. f(I)=0etf(e)= o on dresse le tableau de variations de la fonction f sur [1; +ool.

X 1 e +00
f'(x) + 0 -
1
e
f®
0 0
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3. a. D’apres le tableau de variations sur l'intervalle [1; e], la fonction est strictement
1 1

croissante de 0 a — : I’équation f(x) = k avec 0 < k < — a donc d’apres le corollaire
e

du théoréme des valeurs intermédiaires une solution unique.
o 1 . ' 2 .
b. D’apres le tableau de variations f(x) < — (maximum de f) : 'équation f(x) = k avec
e

1
k > — n’a donc pas de solution
e

Partie B

I=

Soit g la fonction définie sur R par: g(x) = e%.
On considere la suite (u,) définie par 1y = 1 et, pour tout entier naturel n :
Upel = e cest-a-dire: Unt1 = 8 (Up).

1. La fonction g est dérivable sur R et sur cet intervalle :

1« . - s L - R
g'x) = ZeZ : produit de deux facteurs supérieurs a zéro, cette dérivée est supérieure a
zéro, donc g est croissante sur R.

2. Soit &, la propriété u, < u,4+; < e.

e [nitialisation

up=1etu; =e“ =e! =e. Onabien : uy < u; < e; la propriété est vraie pour n = 0.
» Hérédité

Supposons que pour n € N, on ait u, < U+ < e.

Par croissance de la fonction g,on a: g (u,) < g (Un+1) < g () soit

Un+1 S Uns2 S 8 (€)

Org(e) = et ~ 1,97; donc g (e) < e et 'encadrement précédent devient :

Up+1 < Upy2 < e:la propriété est vraie au rang n + 1.
e Conclusion

L'encadrement est vrai au rang 0 et s’il est vrai aurang n € N, il est vrai aurang n+ 1;
d’apres le principe de récurrence : quel que soit €N, u, < U, <e.

3. Lencadrement précédent montre :

— que la suite (u,) est croissante;

— que la suite (u,) est majorée par e.

Donc, d’apres le théoreme de la convergence monotone, la suite («,,) est convergente vers
une limite inférieure ou égale a e.

On note ¢ la limite de la suite (u,) et on admet que ¢ est solution de 'équation : el = x.

Lt

. X . .
4. Quel que soit x>0, et =x < ri In x, par croissance de la fonction In.

x 1 Inx 1
Or 1 Inx < 1 soit finalement: f(x) = 1 avec [ fonction définie dans la partie
x

A.
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1
— <

|-

1 1
5. Ona:e<4d0ncZ<—donc0<
e

D’apres la question 3. a. de la partie A, 'équation f(x) = i a donc une solution unique sur
I'intervalle [1; e].

La calculatrice donne: f(1) =0et f(2) = ln72 ~0,346;

f(1,4) =024 et f(1,5) = 0,27, donc 1,4< ¢ <1,5;

f(1,42) = 0,247 et f(1,43) = 0,251, donc 1,42 < £ < 1,43;

f(1,429) = 0,2498 et f(1,430) = 0,2501, donc 1,429 < ¢ < 1,430;

Finalement ¢ = 1,43 au centiéme pres.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE ’EXERCICE 6
Métropole 9 septembre 2022

On considere la fonction f définie sur ]0 ; +oo[ par f(x) = x— xInx,
ol In désigne la fonction logarithme népérien.

Partie A

1. On cherche lalimite de f(x) quand x tend vers 0.
On sait que 1i£1(‘)1x Inx =0donc li£101 f(x)=0.
x>0 x>0
2. On cherche la limite de f(x) quand x tend vers +oo.
fx)=x(1-Inx).
lim Inx=+ocodonc lim 1-Inx=-o0c0
X—+00 X—+00
Par produit de limites, on déduit : xlirP f(x) =—-o0

3. On admet que la fonction f est dérivable sur]0; +oo[ et on note f’ sa fonction dérivée.

1
a. Pourtoutréel x>0,ona: f'(x)=1-1xIlnx—xx—=—Inx.

X
b. On détermine le signe de f'(x) :
X 0 1 +00
Inx - ) +
' + ) -
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f(1)=1-1In1=1; on établit le tableau des variations de la fonction f :

X 0 1 +00
f'(x) + I -
1
) / \
0 —00

4. Onrésout’équation f(x) = x sur]0; +ool.
fX)=x <= x—xlnx=x < —xlnx=0 <= Inx=0 < x=1

Partie B

Dans cette partie, on pourra utiliser avec profit certains résultats de la partie A.
On considere la suite (u,) définie par :

Uo = 0,5
Up+1 = Up— Uplnu, pour tout entier naturel n,

Ainsi, pour tout entier naturel n, on a: u,41 = f (uy).
1. Onrappelle que la fonction f est croissante sur I'intervalle [0,5; 1].
Soit 22, la propriété: 0,5 < u, < up+1 < 1.
e Pourn=0,u,=uy=0>5etu; = f(up) = £(0,5) =0,85.
Onadonc 0,5 < uyp < u; < 1, ce qui vaut dire que & est vraie.
* On suppose la propriété vraie au rang n, c’est-a-dire que 0,5 < u, < up4+1 < 1.
La fonction f est croissante sur [0,5; 1] donc f(0,5) < f(u,) < f(un+1) < f(1).
Or f(oys) = 0)85 2 0)5) f(ul’l) = un+1, f(un+1) = un+2 et f(l) = 1-
Onadonc:0,5< uy+1 < Upt2 < 1, donc la propriété 22,4, est vraie.
* Lapropriété 22, est vraie aurang 0; de plus elle est héréditaire. Donc, d’apres le prin-
cipe de récurrence, la propriété est vraie pour tout entier naturel n.
On a donc démontré que, pour tout entier naturel n,ona: 0,5 < u, < up+1 < 1.

2. a. Desinégalités 0,5 < uy, < up+1 < 1, on peut déduire :

* u, < uy+ doncla suite (u;) est croissante;
* u, < 1doncla suite (u,) est majorée par 1.
D’apres le théoreme de la convergence monotone, on peut en déduire que la suite
(uy) est convergente.
b. On note ¢ lalimite de la suite ().

Pour tout n, on a f(u,) = uu+1. La fonction f étant continue, la limite ¢ de la suite
(uy,) vérifie donc f(¢) =¢.

L'équation f(x) = x a pour solution x = 1 donc on peut dire que ¢ = 1.
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Partie C

Pour un nombre réel k quelconque, on considere la fonction fj définie sur ]0; +oo[ par : fi(x) =
kx—xInx.

1. On étudie les variations de la fonction fk.
1
'x)=k-Inx—xx—=k-1-Inx
[ () *

* filx)=0 <= k-1-Inx=0 < k-1=Inx < ek-1_

k-1

* filx)>0 = k-1-Inx>0 < k-1>Inx < e“ >x

Donc f(x)>0six<e* ™!, fl(x)=0six=ef"et fl(x) <Osix>ef .

On en déduit que la fonction f; admet un maximum yj atteint pour xj = ek-1,

2. x; =ef—1donc
Vi = fie(xp) = kxp — xpInxg = kek"! —eXtne* 1 = kek1 —ek1 (k- 1)
= keF~1 —ke* 1 + ekl =kl = x

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 7
Centres Etrangers 11 mai 2022

EXERCICE 3 7 points Thémes : Fonction exponentielle et suite

Partie A :

Soit & la fonction définie sur R par
h(x)=e*-x

1. ¢ lim e*=0et lim —x= +oo, donc par somme de limites: lim h(x) = +oo.
X——00 X——00 X——00

ex
e Pour x #0, h(x) :x(? - 1).

X X

. € ) N 1 € . ..
Or lim — =+o00,d’ott lim — —1 = +o0 et par produit de limites :
X—+00 X X—+00 X
lim h(x) =+oo;
X—+00
2. Somme de fonctions dérivables sur R, & est dérivable sur R et sur cet intervalle :
h(x)=e*-1.

e NX)>0 = e*-1>0 <= e'>1 < e*>e! = x>0;
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e N(X)<0 <= e'—1<0 < ef<]1 < e*<e? < x<0.

La fonction & est donc décroissante sur R_ de plus I'infini a k(0) = e® — 0 = 1, puis crois-

sante sur R, de 2(0) =1 a plus I'infini.

3. hétantcroissantesurR,, 0<a< b= h(0) < h(a) < h(b).
Comme h(0)=1,onadoncl < h(a) < h(b) = h(a) — h(b) <0.

PartieB:

Soit f la fonction définie sur R par

fx)=e"
On note € sa courbe représentative dans un repére (O ; _f, 7)
1. OnaM(x; Y eT < y— f(0) = f'(0)(x—0).
Ona f'(x) = f(x)=e*dot1 f/(0)=e’=1et f(0)=e’=1.
Mx; Vel < y—-1=1x-0) < y=x+1.

Dans la suite de I'exercice on s’intéresse a I'écart entre T et ‘6 au voisinage de 0.

Cet écart est défini comme la différence des ordonnées des points de T et ‘6 de méme abscisse.

. . .1 .
On s’'intéresse aux points d’abscisse —, avec n entier naturel non nul.
n
On considere alors la suite (u,) définie pour tout entier naturel non nul » par :

1 1
2. Ona lim —=0,dou lim en" =e’=1etenfin lim u,=1-0-1=0.
n—+o0o 1 n—+00 n—+00

1 1 1 1
3. a. OnapourtoutneN, u — U; = €x - —1—-|exp[—|—-——-1|=
p el " p(n+1) n+1 ( p(n) n )

ex ( ! )— ! —1—-ex (1)+1+1—ex ( L )— L —ex (1)+1—
P n+l) n+l P n) n P n+1) n+l P n) n-
1 1 1 1 1 1
() [eo[7) -5 = () )
n+1 n+1 n n n+1 n
1 1 1
b. Onannonnul,doncO0<n<n+1=0< <—:>h( )<h

n+l n n+1
1
—h(—)<0.
n

a
—|=>
1
n+1

Finalement pour n non nul, u,+; — 4, < 0 ce qui montre que la suite (u,) est décrois-

sante.

4. Le tableau montre que ug =~ 0,008 < 1072,

1 . . .
Donc pour x = 3’ I’écart entre la courbe et la tangente est inférieur a un centieme.
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ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 8
Centres Etrangers 12 mai 2022

1. « Onsait que linéxlnx =0, donc lin(l)f(x) =1.
x— x—

2.

)20 Inx)+120 <= Inx) > -1 < x>e .

e Comme lim x=+4ocoet lim Inx= +o0o, on a par produit de limites liIP xlnx = +o0

X—+ x—+ x—

etenfin lim f(x) = +oo.

X—+00

a. La fonction f est continue et dérivable sur ]0 ; +ool. En utilisant le formule de la

1
dérivée d'un produit, Vx €]0; +oo[, f'(x) =1 xIn(x) + x x — =In(x) + 1
X

1

Dansle tableau: f(e™!)=e !lneH+1=—-e'+1=1-e"1>0

X 0 el 1 +o0o
f'(x) _ 0 +
1 +00
fx) \ /x/
1-e 10632

. f(1) =1. D’apres les variations de la fonction f,

— Vxelo;et], fell-e ;1
— Vxele}; 1], fx)ell—et; 1]

DoncVx€]0; 1], f(x) e [1—e™!; 1].0Or1-e ! > 0donc f(x) €] 0; 1] pour tout réel x
dans]0; 1].

. L'équation de la tangente (T) a € au point d’abscisse 1 a pour équation :

y=f'(x-1+fQ)
Avec f'(1)=1et f(1) =1, on en déduit’équationde (T) : y=x—1+1=x, soit
Mx; pe(T) < y=x.

. Nous savons que Vx €]0; +oo[, f'(x) =In(x) + 1.

1

La fonction f’ est continue et dérivable sur ]0 ; +oo[, et f”(x) = — > 0, donc f est
X

convexe sur |0 ; +ool.

. La courbe représentative d’'une fonction convexe est au-dessus de toutes ses tan-

gentes. En particulier ‘€ est au-dessus de (T). Donc Vx €]0; +ool, fx) > x.

4. Soit (uy) la suite définie par 1y €]0; 1] et up+1 = f(un).
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a.

C.

Montrons par récurrence que 0 < u, < 1 pour tout entier naturel .

Initialisation : on a uy €]0; 1[, soit 0 < uy < 1 : 'encadrement est vrai au rang 0;
Hérédité : soit n € N et supposons que 0 < u, < 1.
Onavualaquestion2.b.quesi0O<x<1,alors0< f(x) <1.
DoncsiO<u,<1,alors0< f(u,) <1,s0it0 < uy4 <1.

Conclusion : 'encadrement est vrai au rang 0 et s’il est vrai au rang n € N, il I'est aussi
au rang n + 1 : d’apres le principe de récurrence pour tout entier naturel n, on a :
O<u,<l.

D’apreés la question 3.c¢, pour tout réel x positif, f(x) > x.

De plus pour tout entier naturel n, u, >0

Donc, VneN, f(u,) > u, donc u,+1 > u,. La suite (u#,) est donc croissante.

La suite (u,) est croissante et majorée par 1. Donc d’apres le théoréme de conver-
gence monotone, la suite (1,,) converge vers une limite finie notée /.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 9
Asie 17 mai 2022

Principaux domaines abordés : Suites numériques. Algorithmique et programmation.

Un médicament est administré a un patient par voie intraveineuse.

Partie A : modéele discret de la quantité médicamenteuse

1. Au bout de 30 min, 10 % de 1 mg ont disparu : il en reste donc 0,9 mg et on donne alors

0,25 mg supplémentaires : on a donc u; = 1,15.

2. Si u, estla quantité de médicament présente au bout de n périodes de 30 min, ala (n +

3.

a.

1)¢ période 10 % auront disparu; il en restera donc 0,9u, et on donne alors 0,25 mg de
médicament supplémentaire; on a donc u,+; =0,9u, +0,25.

Initialisation Pour n=0.0n a ug = 1 et u; = 1,15 soit uy < u; <5 :I’encadrement est
réalisé au rang 0.

Hérédité : Soit n € N et supposons que U, < Upt+1 <5.

Alors en multipliant par 0,9 : 0,9u, < 0,9u,4+; < 0,9 x5 et en ajoutant 0,25 a chaque
membre : 0,9u, + 0,25 < 0,9u;,4+1 +0,25<0,9 x 5+ 0,25, soit ;11 < Uy <4,75<5.
Onadonc: u,+1 < Upy2 <5:l'encadrement est vrai au rang (n + 1).

L'encadrement est vrai au rang 0 et s’il est vrai au rang n, il 'est aussiaurangn+1:
d’apres le principe de récurrence : pour tout entier naturel n, u, < ;41 <5.
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b. La premiere partie du résultat précédent montre que la suite () est croissante et la
deuxiéme que cette suite est majorée par 5: elle est donc convergente vers une limite
0 <5.

4. a. Recopier et compléter le script écrit en langage Python suivant de maniere a déter-
miner au bout de combien de périodes de trente minutes le médicament commence
a étre réellement efficace.

def efficace():
u=1
n=0
while u < 1.8
u=0.9%u+0.25
n = nt+l
return n

b. Le script renvoie n = 8,car ug ~ 1,854 > 1,8.

Le médicament est réellement efficace apres 4 heures.
5. a. Onadoncv,;1=25—Ups1 < Uy =2,5— 0,41 =0,9u,+0,25.

Orv,=25-u, < u,=2,5-v,;'égalité précédente devient donc:
25-0,4,1=09025-v,)+025 < 25-v,y4,1 =225-09v,+0,25 < v, =
0,9v, : cette égalité montre que la suite (v,) est une suite géométrique de raison 0,9
de premier terme vy =2,5-1uy=2,5-1=1,5.

b. On sait que quel que soit n € N,,v, = vy x 0,9”, soit v, = 1,5 x 0,9”, d’ou puisque
Quel que soitneN, u, =2,5-1,5x0,9".

c. On sait que quel que soit n € N,0,9” <1, car -1 <0,9< 1, et nliIP 0,9" = 0, donc

—1+00
lim u,=2,5<3.

n—+oo
Conclusion : a aucun moment le traitement ne sera dangereux pour le patient.

Partie B : modéle continu de la quantité médicamenteuse

f(H)=2,5-1,5e"%2,

. 45 3 75
1. 3h45min=3+—=3+-=3+—=3+0,75=3,75.
60 4 100

Onadonc f(3,75) =2,5-1,5e723 =25 1 5xe %" = 1,791 < 1,8. Le traitement n’est
pas efficace au bout de 3 h 45 min.

2. Il faut trouver ¢ tel que f(¢) > 1,8, soit
25-15e%% > 1,8 < 0,7 >1,5e% < L >e %, soit par croissance du loga-
rithme :
In&£ >-0,2t < —5In& < —5x (-0,21) car -5 < 0, soit enfin ¢ > —5In .
Or —SIn% ~3,8107 soit3 h et 0,8107 x 60 = 48,64 min soit environ 3 h 49 min.

3. Ce temps est inférieur a celui de la question 4. b. La perfusion est donc plus rapidement
efficace.
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ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 10
Asie 18 mai 2022

Principaux domaines abordés : Suites numériques. Algorithmique et programmation.

Dans cet exercice, on modélise le développement d’'une bactérie avec les hypothéses suivantes :
cette bactérie a une probabilité 0,3 de mourir sans descendance et une probabilité 0,7 de se
diviser en deux bactéries filles. Pour tout entier naturel n, on appelle p;, la probabilité d’obtenir
au plus n descendances pour une bactérie.

On admet que, d’apres ce modele, la suite (p,,) est définie de la fagon suivante :

po = 0,3 et, pour tout entier naturel n, p,+; =0,3 + 0,7p$,.

1. La feuille de calcul ci-dessous donne des valeurs approchées de la suite (p;,)

a.

b.

C.

e p1=03+0,7%x0,32=0,3+0,7 x0,09 =0,3+0,063 = 0,363;

e p»=0,3+0,7x0,3632=0,3+0,7x0,131769 = 0,3 +0,0922383 = 0,3922383.

La probabilité d’obtenir au moins 11 générations de bactéries a partir d'une bactérie
de ce type est égalea 1 — p1p =~ 1-0,42802018 = 0,571980 = 0,572 au millieme pres.

D’apres le tableau la suite (p,) semble étre croissante et semble aussi avoir une li-
mite puisque les quatre derniers résultats commencent par 0,428 5...

On veut démontrer par récurrence sur n que, pour tout entier naturel 7,0 < p, <
Pn+1 < 0y5

Initialisation : Ona 0 < 0,3 < 0,363 < 0,5, s0it 0 < pp < p1 < 0,5 : larelation est vraie
aurang 0.

Hérédité : soit n € N et supposons que 0 < p,, < pp+1 < 0,5.

Si ces nombres positifs sont rangés dans dans cet ordre, leurs carrés aussi, soit

0 < p% < p?,, <0,5% puis en multipliant par 0,7 :

0<0,7x p%<0,7x p%,, <0,7x0,5? et enfin en ajoutant & chaque membre 0,3 :
0,3<0,3+0,7xp%<0,3+0,7x p%,, <0,3+0,7x0,5% soit

0,3 < pu+1 < Prs2 <0,475. On peut donc écrire :

0 < pn+1 < pre2 <0,5: larelation est vraie au rang n + 1.

Conclusion : la relation est vraie au rang 0 et si elle vraie au rang n € N, elle est encore
vraie au rang n + 1 : d’apres la principe de récurrence, pour tout entier naturel n, on
a0< pn < Pn1 <05

Le résultat précédent montre que la suite (p,) est croissante et majorée par 0,5 : elle
est donc convergente vers une limite L telle que L < 0,5.
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3. a. Puisque liIP Pn= liIP Pn+1 = L, larelation de récurrence donne :
n—+oo n—+oo

L=03+0,7[? < 0,7L>-L+0,3=0

L est solution de I'équation 0,7x>—x+0,3=0.
b. OnaA=1-4x0,7x0,3=1-0,84=0,16=0,4>> 0.1l y a donc deux solutions:

1+0,4 1-04 06 6 3
1= =1, et L= =—=—==—=0,43
2x0,7 2x0,7 14 14 7
On ne peut retenir la solution L, puisque (p,) est majorée par 0,5. Il reste donc L; :
) 3
P = 5

4. La fonction suivante, écrite en langage Python, a pour objectif de renvoyer les n premiers
termes de la suite (p,,).
On complete, les lignes 2, 4 et 5 de cette fonction de fagon a ce que la fonction suite (n)
retourne, sous forme de liste, les n premiers termes de la suite.

def suite(n)
p=20.3
s = [p]
i in range (n - 1)
D = 0.3+0.7*p**2
s .append (p)
return (s)

N OOk W -
H
(e}
H

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 11
Centre Etrangers Groupe 1 - 18 mai 2022

Principaux domaines abordés : Suites; Fonctions, Fonction exponentielle.

Partie A

On considere la fonction f définie pour tout réel x par:

fx)=1+x—e"*2

On admet que la fonction f est dérivable sur R. On note f’ sa dérivée.
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1. a. Ona xlim 0,5x = —o0, donc xlim 0,5x — 2 = —oo et par composition de limites avec
——00 ——00

X=0,5x-2, Xlim eX =0etcomme lim x=—oco par somme de limites :
=00 X——00

xlﬁir_moo f(x) = —o0.

0,5x
b. Démontrer que, pour tout réel x non nul, f(x) =1+0,5x (2 “05 X e_z).
Ona f(x) =1+ [x—e%* 2] et en factorisant 0,5x dans le crochet :
0,5x—2

0,5x
e!
fx)=1+0,5x|2—- :1+0,5x(2—05 xe‘z).

)

)

En déduire la limite de la fonction f en +oco.
Avec X =0,5x,ona lim 0,5x=+oo,d o1 lim X = +oo0.
X——00

X——00
X X X
R < . e o N e 5
mais lim — =+ooet lim — xe™“ =+o00, puis lim —— xe™“ =—oco et enfin
x—+oo X x—+oo X x—+oo X
. eX .,
lim 2—-—xe “=-00
X—+00 X

Enfin par produit de limites :
lim 0,5x =400

X—+00 X 1. f( )
= lim X) = —o0.
. e _ =
lim 2— —xe?=—-00 X—+oo
X—+00 X

2. a. f estunesomme de fonctions dérivables sur R et sur cet intervalle :
f'(x) =1-0,5>*72,
b. OnadansR,
fl(x) <0 < 1-0,5e""2 <0 < 1<0,5e"* 2 — 2 <e®* 2, par croissance
sur R} de la fonction logarithme népérien In2 < 0,5x—2 < 2+1In2 <0,5x <
4+2In2< x.
Conclusion: S=]4+2In(2) ; +o0

3. On démontrerait de la méme fagon que f’(x) > 0 sur I'intervalle ] —oco; 4+21n2|.
La fonction f est donc croissante sur ]—oo; 4+21n2[ puis décroissante sur ]4+21n(2) ; +ool.
f(4+2In2) =1+4+2In2-e*"M22 =54 2In2-e"? =5+ 2In2 -2 = 3+ 2In2. Clest le
maximum de la fonction f sur R.
0,5x-2

Comme lim x=-ococet lim e
X——00 X——00

4. Lintervalle [-1; 0] estinclus dans l'intervalle ] —oo; 4 +21n2[, donc est croissante sur cet
intervallede f(-1)=1-1-e " =-e 1 <0a f(0)=1-e¢2x0,85>0.
La fonction f étant continue puisque dérivable le théoreme des valeurs intermédiaires
montre qu'il existe un réel unique a € [-1; 0] tel que f(a) =0.

=0, on a par somme de limites xlim f(x) = —o0.
——00

Partie B

On considere la suite (u,) définie par uy = 0 et, pour tout entier naturel n, u,.+; = f (u,) ou f
est la fonction définie a la partie A.
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1.

a.

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,on a:

Up < Up+1 S 4.

Initialisation : On a ug =0, puis u; = f (1) = f(0) =1—e "> = 0,85.
On adoncbienpourn=0: uy < u; <4.
Hérédité : soit n € N et supposons que U, < Up+] < 4.

On a vu dans la partie A que sur l'intervalle | — oo ; 4 = 2In2[, donc sur l'intervalle
] —o0; 4], la fonction est croissante et 'hypothese de récurrence donne

Fup) < fup) < f4).
Or f4)=1+4-e>2=5-1=4.
Onadonc up+1 < Ups2 < 4:1'encadrement est vrai au rang n + 1.

Conclusion : 'encadrement est vrai au rang 0, et s’il est vrai pour n € N, il I'est aussi
pour n+1. Le principe de récurrence montre donc que pourtout n €N, u, < Upy1 <
4,

Le résultat précédent montre que la suite (u,) est croissante et majorée par 4 : elle
donc convergente vers une limite ¢ telle que ¢ < 4.

(=f) = (=1+0-e""?2 — e"2=1 & 0,5¢-2=0 (par croissance de
la fonction logarithme népérien sur R}), d'ou10,5¢ =2 < ¢ =4.

La suite (u;) a pour limite 4.

Lalgorithme calcule les premiers termes de la suite (u,) jusqu’a celui qui est supé-
rieur a 3,99 : 12 signifie que u;, est le premier terme supérieur a 3,99.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 12
centres Etrangers 19 mai 2022

-0 _

1. Lafonction x — e ™ est continueenOete ™ = 1. 1in(1)1n(x) = —oo donc 1in(1) f(x)=-00
x— x—

x>0 x>0

2. Lafonction f est continue et dérivable sur |0 ; 1].

Vxel0; 1, /() = —e " + % -

X

-xe *+1 1-xe”
X X
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3. Lafonction x — e™* est continue, dérivable de dérivée x — —e . Or Vx €]0; 1], —e™* < 0.
donc la fonction x — e~ est strictement décroissante sur ]0 ; 1].
Donc Vx€]0; 1],:e ! <e*<e’<1ldonc0<e ™ <e’<1. Deplus0< x <1 donc
0<xe *<l1.
Cela signifie que Vx €]0; 1], 1 — xe ™" > 0 donc f’(x) > 0 donc f est strictement croissante
sur]0; 1]. f() =e ' +In(1) =L
Ci-dessous le tableau de variation de la fonction f :

X 0 1
f'(x) +
g1
f /
-0

4. Lafonction f est continue et strictement croissante sur ]0; 1] a valeurs dans | —oo; e 1].0r
0€]—o0; e 1] donc d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, I'équa-

tion f(x) = 0 admet une unique solution, notée ¢, dans ]0; 1].
Ala calculatrice : £ = 0,567.

Partie B
On définit deux suites (a;) et (b,) par:
ap = L e = e bn
0 10 et, pour tout entier naturel 7, { nt 4
by = 1 bp1 = e

1
1. a a=e™=¢12037 et b =e®=¢ T =0,90.

b. Pour utiliser en Python la fonction exponentielle, il faut charger en premier la fonc-
tion exp() de la librairie "math" : from math import exp.

from math import exp
def termes(n)

a = 1/10

b=1

for k in range(0, n)
= exp(-b)
= exp(-a)

a=c
return(a, b)

o O
(|

2. a. Montrons par récurrence que YneN, 0 < a, < dp41 < bpy1 < by < 1.

1 1

Initialisation :ap=— a;=e ‘== by=1=¢
10 e

<

. . . 1 _
La fonction x — e* est strictement croissante sur R et —1 < _E < 0donc, e 1 <

Sl=

by =e 10,

1 1 1
e 10 <e’et - >— doncon peut alors affirmerque 0 < ap < a; < by < by < 1.
e
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Linitialisation est vérifiée.

Hérédité : Soit n e N*, et supposons que 0 < a, < au+1 < by < b, < 1.

Montrons que 0< ap+1 < ap+2 < bn+2 < bn+1 <L

La fonction x — e est décroissante sur R. Donc

0<ap<ant1 <hp1 Kby <1 = e V>e @ >e i >ebml >ebn >e7!
soit0<e l <ebn Lebnn Lo Le™% <1< 1donc

0<ap+1 < an+2 < bpy2 < bpyp < 1.0n obtient ce qu'il fallait démontrer.

L'hérédité est démontrée.

Conclusion : La proposition est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n, elle 'est
aussi au rang n + 1. D’apres 'axiome de récurrence, VneN, 0 < a, < ap+1 < bpt1 <
b, < 1.

Nous venons de montrer que VneN,0< a, < ap+1 <letque0< by < b, < 1.

La suite (a;,) est croissante et majorée par 1. D’apres le théoreme de convergence
monotone, la suite (a,) converge.

De méme, la suite (b;) est décroissante et minorée par 0. D’apres le théoreme de
convergence monotone, la suite (b,) converge.

A=eBetB=e".

A=e < In(A)=-B=-e " doncln(A)+e * =0donc f(A) =0.

De méme B=e 4 < In(B) = —A=—e® doncIn(B) +e~? =0 donc f(B) =0.

Donc A et B sont deux solutions de I'’équation f(x) = 0. Or d’apres la question A.4,
cette équation admet une unique solution,donc A=Bet A— B =0.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 13
Amérique du Nord 18 mai 2022

On considere la suite (7,) définie par: Tp =180 et VneN, T,+; =0,955T7,+0,9

1.

a.

Montrons par récurrence que Vn e N, T, > 20.

Initialisation : Ty = 180 > 20. Linitialisation est vérifiée.

Hérédité : Soit n € N, et supposons que T, > 0. Montrons que T4+ = 20.

T,>20 < 0,955x T,, > 0,955 x20 < 0,955T7,, > 19,1

< 0,9557,+0,9>19,1+0,9 < 0,955T,,+ 0,9 > 20. Donc T,+; > 20. Lhérédité
est démontrée.

Conclusion : La proposition est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n, elle 'est
aussi au rang n + 1. D’apres 'axiome de récurrence, Vn e N, T, > 20.
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b. VneN, Ty;,1-T17,=0,955T,+0,9—-T,, =—0,045 T, + 0,9 = —0,045 (Tn - %)
=—-0,045(T,, — 20).
Or d’apres la question précédente, Vn e N, T,, > 20 donc T, —20 > 0.
DoncVneN, T,41 — T, < 0. La suite (T},) ,en €st donc décroissante.

c. La suite (T,) zen est donc décroissante et minorée par 20. Donc d’apres le théoreme

de convergence monotone, la suite (7}) ,en converge vers une limite finie supérieure
ou égale a 20.

2. OnnoteVneN, u, =T, -20.

19,1
a. VneN, uy =Ty -20=0,955%xT,,+0,9-20=0,955 T}, — 19,1 = 0,955 (Tn - —)

0,955
=0,955(T,, —20) = 0,955 u,.
Donc Vn e N, u,4+1 = 0,955u, donc la suite (u,) est gé¢ométrique de raison 0,955 et
de premier terme 1y = Tp — 20 = 160.

b. VneN, u, =upx g" =160 x 0,955".
De plusVneN, u, = T, —20 donc T, = u, + 20 = 160 x 0,955" + 20.
lim 0,955" =0car0,955€]—-1; 1[. Donc lim T, =20.

n—+oo n—+oo
d. T, <120 < 160x0,955"+20 < 120 <= 160x%0,955" < 120—20 < 160x0,955" <
100

100 5
< 0,955" < 60 <= 0,955" < 3
Sachant que la fonction f : x — In(x) est strictement croissante sur ]0 ; +oo[, on ob-
tient :

5 5
In (0,955") <1In (5) <— nx1In(0,955) <In (5) OrIn(0,955) < 0 donc,

5 5
In (—) In (—)

8 5 . 8
> ————— Alacalculatrice, ———
In(0,955) In(0,955)
3. a. Lorsque le gateau est sorti du four, il va céder son énergie (sa chaleur) a I'extérieur
(environnement ambiant). Sa masse étant tres faible par rapport a celle de 1'exté-

rieur, il va diminuer sa température pour atteindre celle de I'extérieur, soit 20° C.

~ 10,21 doncn >11.

b. Lafonction Python décrite est un algorithme de seuil : on cherche a partir de quand,
la température devient inférieure ou égale au seuil fixé (ici 'argument de la fonction
seuil() qui est x). La valeur renvoyée sera le premier entier vérifiant 7), < x.
temp(120) fournira le premier nombre entier n tel que T, < 120, soit d’apres la ques-
tion précédente, n = 11. Dans le contexte de I'exercice, il faudra donc 11 minutes
avant que la température du plat soit inférieure ou égale a 120° C
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ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 14
Amérique du Nord 19 mai 2022

1. Larbre complété avec les valeurs disponibles :

084
0,5 A1<
0,16 B2
024 o
0,5 B /
\

0,76 B2

2. a. Utilisonsla formule des probabilités totales pour calculer a, = p(A») :
az = p(A2N A1) + p(A2 N By) = pa, (A2) x p(A1) + pp, (A2) x p(By)
=0,84x0,5+0,24 x0,5=0,54. Donc a, = 0,54.

b. Utilisons la formule de Bayes pour calculer p4,(B;) :
p(A2nB1) _ pp (A)xp(B1) 0,24x0,5

4,(B1) = =~ 0,222
P = ) p(A2) 0,54
3. a. Onremarquera au préalable que, Vn e N*, a,, + b,, = 1.
Larbre complété avec les valeurs disponibles :
a An
n \
0,16 Bn+
0,76 Bn+

b. Utilisonsla encore, la formule des probabilités totales pour déterminer a,, en fonc-
tion de a;, pour tout entier naturel non nul :

VneN*, apy1 = p(Aps1NAR) +p(Apns1NBy) = pa,(Ans1) x p(Ap) + pa, (Aps1) x p(By)
=0,84%x p(A,)+0,24 x p(B,) =084 a,+0,24 b,.OrVneN*, b, =1-ay,.
Donc VrneN*, a,+1 =0,84 a,+0,241-a;) =0,6 a, + 0,24

¢. Montrons par récurrence que Vn € N*, a, =0,6 — 0,1 x 0,6"‘1.
Initialisation : a; = 0,6 — 0,1 x 0,6'"1 = 0,6 — 0,1 = 0,5. Linitialisation est vérifiée.
Hérédité : Soit n € N*, et supposons que a, = 0,6 —0,1 x 0,6"1.
Montrons que a,+; =0,6 —0,1 x 0,6".
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D’apreés la question précédente,a,; = 0,6 a, +0,24, donc en utilisant ’hypothése de

récurrence,

an+1=0,6(0,6-0,1x0,6""1)+0,24=0,36-0,1 x0,6 x 0,61 +0,24=0,6-0,1x0,6".

On obtient ce qu'il fallait démontrer. Lhérédité est démontrée.

Conclusion : La proposition est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n, elle I'est

aussi au rang n + 1. D’apres 'axiome de récurrence, Vn € N*, a,, = 0,6 —0,1 x 0,6" 1.
d. lim 0,6”_1 =0car0,6€]—-1; 1[. Donc lim a, =0,6.

n—+00 n—+00
Cela signifie qu’au bout d’'un certain temps, la probabilité qu'un vélo soit a la station
A estde 60 %.

e. Résolvons: a, > 0,599. a,, > 0,599 < 0,6—-0,1x 0,61 > 0,599

n-1 n-1 —0,001 n-1
— —-0,1x0,6 > -0,001 < 0,6 < ~— 0,6 < —.
-0,1 100

Sachant que la fonction x — In(x) est strictement croissante sur R?,

1 1
0,6"1 < g = In (0,6"1) < ln(ﬁ) < (n-1)xIn(0,6) < —In(100). OrIn(0,6) <

—In(100) 2In(10)
O,doncn-1>——— << n>1- .
In(0,6)

In(0,6)
~10,02doncn>11.

2In(10)

In(0,6)

La probabilité que le vélo se trouve au point A est supérieure a 0,599 a partir du 11-
ieme jour.

A la calculatrice, 1 —

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 15
Amérique du Sud 26 septembre 2022

. . P . 1
Soit (u,) la suite définie par uy = 4 et, pour tout entier naturel n, 1,4+ = = u%

1 16 1 (18?256
5 5 5 5 125
b. On complete la fonction ci-dessous qui renvoie la valeur du terme de rang p de la
suite (uy).

def suite_u(p)
u=4
for i in range(l,p + 1)
u = uxu/5
return u
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2. a. SoitZ, lapropriété 0 < u, <4.
e Initialisation
uy =4 et 0<4 < 4donc &, est vraie.
e Hérédité
On suppose 2, vraie, c’est-a-dire 0 < u, < 4 (hypothese de récurrence).
0<u,<4doncO<u? < 16don(:0<%u%<E
Or 15—6 =3,2<4donc0< éufl <4, c'est-a-dire 0 < u,; <A4.
Donc &2, est vraie.
¢ Conclusion

La propriété est vraie au rang 0, et elle est héréditaire. Donc, d’apres le principe
de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel.

On a donc démontré que pour tout entier naturel n,ona: 0 < u, <4.

1 u U,—5
b. un+1—un:gu%—un:un(?n—l):un( n5 )

u, <4doncu,, —5<0;oru,; >0donc u, (4, —5) <0etdonc u,;.1 —u, <0
On en conclut que la suite (u;) est décroissante.
c. Pour tout n, 0 < u, donc la suite (u,) est minorée par 0.
La suite (u,) est décroissante et minorée donc, d’apres le théoreme de la conver-
gence monotone, la suite (u,) est convergente.

3. a. ¢ lim wuy= lim u,=¢;
n—+oo n—+oo

1
e lim —ufl =202,
n—+oo § 5

1
e Pourtout n,0na: iy, = gu%

1
On peut en conclure que ¢ = 552.

2

1
b. ¢ est solution de I'équation x = gx ; on résout cette équation.

1 1
x:gx2 — x(l—gx):o < x=0oux=5

Or, pour tout n,ona: 0 < u, <4 donc ¢ vérifie 0 < ¢ < 4. La solution ¢ = 5 n’est donc
pas valable donc ¢ = 0.

4. Pour tout entier naturel n, on pose v, = In(u,) et w, = v, —In(5).

a. Ups1 =In(upe) :ln(%u%) =In é)+ln(u%) =—In(5) +2In(uy,) = 2In(u,) —In(5)
=2v,—-1In(5)
b. w, =v, —In(5) donc v,, = w,, +1In(5)
Wn+1 = U1 —In(5) = 2v, —In(5) - In(5) = 2 (w,, +In(5)) - 2In(5)
=2w, +2In(5) - 2In(5) = 2wy,

Donc la suite (w,,) est géométrique de raison 2.
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c. Vg =1In(up) =In4) donc wy = vo—1In(5) =1n4) —In(5) = ln(%)

4
La suite (w,) est géométrique de raison g = 2 et de premier terme wy = In (E) donc,
pour tout entier naturel n,ona: w, = wox q" =In = x 2",

4
Pour tout n, v,, = w, +In(5) donc v,, =1In (E) x 2" +In(5).

4 4
5. lim 2" = +o0; = <1 doncln(g) <0.

n—+oo
4
On en déduitque lim In (—) x 2" = —o00, et donc que lim v, = —oo.
n—+oo 5 n—+oo
v, =1In(u,) donc u, = e’

Or lim e*=0,et lim v, =-o00,donc lim e’ =0.
X——00 n—+oo n—+oo

On a donc redémontré que liIP u, =0.
n—+oo

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 16
Amérique du Sud 27 septembre 2022

La population d'une espéce en voie de disparition est surveillée de pres dans une réserve natu-
relle.

Les conditions climatiques ainsi que le braconnage font que cette population diminue de 10 %
chaque année.

Afin de compenser ces pertes, on réintroduit dans la réserve 100 individus a la fin de chaque
année.

On souhaite étudier I'évolution de I'effectif de cette population au cours du temps. Pour cela,
on modélise I'effectif de la population de I'espece par la suite (u,,) ou u, représente 'effectif de
la population au début de 'année 2020 + 7.

On admet que pour tout entier naturel n, u, > 0.

Au début de I'année 2020, la population étudiée compte 2 000 individus, ainsi uy = 2000.

10
1. Diminuer de 10% c’est multiplier par 1 — 100 =1-0,10=0,9.

On multiplie donc I'effectif de 'année n, u, par 0,9 puis on augmente cet effectif de 100 :
on adonc

Up+1 =0,9u, +100.
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2.

5.

e uy=2000,dou1 u; =0,9x2000+100=1800+100=1900;

e u; =1900,d'ol1 up =0,9%x1900+100=1710+100=1810.

Initialisation : 1000 < 1900 < 2000, soit 1000 < u; < up : 'encadrement est vrai au rang
n=0.

Hérédité : on suppose que pour n€ N, 1000 < 1,41 < Up.

En multipliant chaque membre par 0,9, on obtient: 0,9 x 1000 < 0,9 x u,4+; < 0,9 x u, puis
en ajoutant 100 a chaque membre on obtient :

900+ 100 < 0,9up+1 +100 < 0,91, + 100, soit :

1000 < up4+2 < up4q :'encadrement est vrai au rang n + 1.

L'encadrement est vrai au rang 0 et s'il est vrai au rang n, il 'est encore au rang n+1 :
d’apres le principe de récurrence pour tout entier naturel n7: 1000 < u,+; < Up.

La récurrence précédente montre que :

— la suite (u,,) est décroissante (u;+1 < Uy);

— la suite (u,) est minorée par 1000

La suite (u,) converge.
On consideére la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par v, = u, — 1000.

a. Pour tout entier naturel n, v,;41 = uu+1 — 1000, soit v,41 = 0,9u, + 100 — 1000, ou
encore v,+1 = 0,9u, —900=0,9 (1, — 1000) et enfin :

Vn+1 =0,9v,,.
Cette égalité vraie pour tout naturel n montre que la suite (v,) rdt une suite géomé-
trique de raison 0,9.
b. On adonc vy = up— up—1000=2000—-1000=1000.
On sait que pour tout naturel n, v, =vyx q" (avec g =0,9), soit v, = 1000 x 0,9”.
Or v, =u,—-1000 < u, = v, +1000, soit u, = 1000 x 0,9 +1000 = 1000 (1+0,9").
c. Comme 0 < 0,9 < 1, on sait que nglllmo,Q” =0, donc nl_lgloo 1+0,9" =1 et par consé-
quent:

lim u, =1000.

n—+oo
Cela signifie qu’au bout de nombreuses années la population va se rapprocher de
1000 individus.

6. On souhaite déterminer le nombre d’années nécessaires pour que I’effectif de la popula-

tion passe en dessous d'un certain seuil S (avec S > 1000).
a. Déterminer le plus petit entier n tel que u, < 1020.

Onau, <1020 < 1000(1+0,9") <1020 <= 1000+ 1000 x0,9" <1020

In0,02
< 1000%x0,9"<20 < 0,9"<0,02 < nln0,9<1n0,02 < n=> ]

In0,9 <0).

(car
In0,02

In0,9
n =238 (u3g =1018,25).

La calculatrice donne =~ 37,1, donc le plus petit entier tel que u,, < 1020 est
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def population(S)
n=0
u=2000

while u >1020:
u= 0.9*%xu+100
n=n+1

=n
NGk W~

return n

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 17
Nouvelle Calédonie 26 octobre 2022

1. On définit la suite (u,) par up = —1 et, pour tout entier naturel n, u,+; = f (uy).
1
a. s u=(-13el=-el= S5 -0,368;
o uy=f(uy)= (—e_l)3 (e‘e_l) =—-e3x (e‘e_l) = e3¢ % 0,034

b. Onafonc(2)=u =~ —0,034.
2. a. Endérivant f(x) comme un produit on obtient :
f(x) =3x%e* + x3e* = x?e* (3 + x).

X 100 -3 +00
0 +00

f \_276_ /

e Quel que soitleréel x, x> >0 ete* >0, doncle signe de f'(x) est celui de 3 + x qui
s’annule pour x = -3, d’ou les deux intervalles de variations;

3+4x<0 < x<-3:sur]—oo; =3[, f'(x) <0:lafonction f est donc décroissante
sur|—oo; —3[;

3+x>0 < x>-3:sur]-3; +ool, f'(x) > 0:1lafonction f est donc croissante sur

1=-3; +oo[;
27
f(=3)=(-33xe3=-27e3 = ——3 = —1,344 est le minimum de la fonction sur R.
e
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C.

e Ona f(0)=03xe’=0x1=0;

e De lim x*=+ocoet lim e* = +o0, on a par produit de limites
X—+00 X—+00

xl_l}I}loo f(x) = +oo.

Initialisation : avec uy = —1 et u; = —0,368, on abien: —1 < ug < u; < 0:l'encadre-
ment est vrai au rang 0.

Hérédité : soit n € N et supposons que —1 < u, < Uy < 0.

On a vu que sur l'intervalle | — 3 ; +oo[, donc a fortiori sur I'intervalle | — 1 ; +oo, la
fonction est strictement croissante.

On a donc par croissance de f: f(—1) < f (un) < f (un+1) < f(0), ou encore :
U < Ups1 < Upyz < f(0)

et comme u; = —0,338, —1 < u; et f(0) =0, on a bien:

1< Up+1 S Upt2 <0,

Larelation est vraie au rang n + 1.

Conclusion : 'encadrement est vrai au rang 0 et s’il est vrai au rang n, n € N, il est
encore vrai au rang n + 1 : d’apres le principe de récurrence, pour tout entier naturel
nona:l<u,<u, 1 <0.

La question précédente montre que :

e la suite (u,,) est croissante;

e la suite (u;) est majorée par 0;

La suite (u;) est donc convergente vers une limite ¢, avec ¢ < 0.

On résout dans | — 1 ; 0[, (car d’apres la question précédente tous les termes de la

suite appartiennent a cet intervalle) I’équation :

3 2 .X

f)=x <= Pe*=x < Pe'-x=0 < x(x*¢*-1)=0 < x=0, caron
admet que I'équation x?e* — 1 = 0 n’a pas de solution dans I'intervalle] —1; 0[.

Conclusion ¢ = lim u, =0.
n—+oo
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