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EXERCICE 1 Themes : géométrie dans le plan et dans 'espace  Polynésie 4 mai 2022

Lespace est rapporté un repere orthonormal ou1 'on considere :

les points A(2; —1; 0) B(1; 0; —3),C(6; 6; 1) etE(1;2; 4);
Le plan &2 d’équation cartésienne 2x—y—z+4 =0.

Démontrer que le triangle ABC est rectangle en A.

Calculer le produit scalaire BA-BC puis les longueurs BA et BC.
En déduire la mesure en degrés de I'angle ABC arrondie au degré.
Démontrer que le plan &2 est parallele au plan ABC.

En déduire une équation cartésienne du plan ABC.

e F e o T

Déterminer une représentation paramétrique de la droite 2 orthogonale au plan ABC
et passant par le point E.

&

Démontrer que le projeté orthogonal H du point E sur le plan ABC a pour coordon-

nées(4;—;—.
22

1
. On rappelle que le volume d’'une pyramide est donné par 7 = 59311 ol 8 désigne l'aire

d’une base et & la hauteur de la pyramide associée a cette base.
Calculer l'aire du triangle ABC puis démontrer que le volume de la pyramide ABCE est égal
a 16,5 unités de volume.

EXERCICE 2 Themes : géométrie dans le plan et dans 'espace  Polynésie 5 mai 2022

On considére le cube ABCDEFGH d’aréte de longueur 1.
Lespace est muni du repere orthonormé (A; AB,AD,AE). Le point I est le milieu du segment

[EF], Kle centre du carré ADHE et O le milieu du segment [AG].
H
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Le but de l'exercice est de calculer de deux manieres différentes, la distance du point B au plan
AIG).

Partie 1. Premiére méthode

1. Donner, sans justification, les coordonnées des points A, B, et G.

1 1 1
On admet que les points I et K ont pour coordonnées I(E ;03 1) et K(O ; 3 ; 5)

. Démontrer que la droite (BK) est orthogonale au plan (AIG).
. Vérifier qu'une équation cartésienne du plan (AIG) est: 2x—y—z =0.

. Donner une représentation paramétrique de la droite (BK).

G = W N

. En déduire que le projeté orthogonal L du point B sur le plan (AIG) a pour coordonnées
1 1 1
L(— - —)-
3 3 3

6. Déterminer la distance du point B au plan (AIG).

Partie 2. Deuxieéme méthode

1
On rappelle que le volume V d’une pyramide est donné par la formule V = 3 x bx h, ot b est l'aire

d’une base et h la hauteur associée a cette base.

1. a. Justifier que dans le tétraédre ABIG, [GF] est la hauteur relative a la base AIB.
b. En déduire le volume du tétraédre ABIG.

5
2. On admet que AI=1G = % et que AG = V3.

V6
Démontrer que l'aire du triangle isocele AIG est égale a e unité d’aire.

3. En déduire la distance du point B au plan (AIG).

EXERCICE 3 Thémes : géométrie dans 'espace  Métropole 11 mai 2022

Dans I'espace rapporté a un repére orthonormé (O 1,7, k ), on considere :
¢ le point A de coordonnées (—1; 1; 3),

x = 1+2t
¢ la droite 2 dont une représentation paramétriqueest:{ y = 2-1f, teR.
z = 2+2t

On admet que le point A n’appartient pas a la droite 2.

1. a. Donner les coordonnées d’'un vecteur directeur Z de la droite 2.
b. Montrer que le point B(—1; 3; 0) appartient a la droite 2.
c. Calculer le produit scalaire AB-u.

2. On note 22 le plan passant par le point A et orthogonal a la droite 9, et on appelle H le
point d'intersection du plan & et de la droite 2. Ainsi, H est le projeté orthogonal de A sur
la droite 2.

a. Montrer que le plan &2 admet pour équation cartésienne : 2x—y+2z—-3 =0.
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19 16)

7
b. En déduire que le point H a pour coordonnées (— ; 'S

9’9
c. Calculer la longueur AH. On donnera une valeur exacte.

3. Dans cette question, on se propose de retrouver les coordonnées du point H, projeté or-
thogonal du point A sur la droite &, par une autre méthode.

On rappelle que le point B(—1; 3; 0) appartient a la droite &2 et que le vecteur U estun
vecteur directeur de la droite 2.

a. Justifier qu’il existe un nombre réel k tel que HB =ku.
AB-u
b. Montrer que k= ——-.
g
c. Calculer la valeur du nombre réel k et retrouver les coordonnées du point H.
4. On considere un point C appartenant au plan & tel que le volume du tétraedre ABCH soit
8
égala —.
8540
Calculer I'aire du triangle ACH.
1
On rappelle que le volume d’'un tétraedre est donné par: V = 3 x 9B x h ol P désigne l'aire
d’une base et h la hauteur relative a cette base.

EXERCICE 4 Thémes : géométrie dans 'espace  Centres Etrangers 11 mai 2022

Dans l'espace, rapporté a un repere orthonormé (O 1, ], k ), on considere les points :

A(2;0;3),B(0;2;1),C(-1; -1;2)etD(3; —-3; —1).

1. Calcul d’'un angle

a. Calculer les coordonnées des vecteurs AB et AC et en déduire que les points A, Bet C
ne sont pas alignés.

b. Calculer les longueurs AB et AC.

c. ATaide du produit scalaire AB - E, déterminer la valeur du cosinus de I'angle BAC
puis donner une valeur approchée de la mesure de I'angle BAC au dixieme de degré.

2. Calcul d’'une aire

a. Déterminer une équation du plan & passant par le point C et perpendiculaire a la
droite (AB).

b. Donner une représentation paramétrique de la droite (AB).

c. En déduire les coordonnées du projeté orthogonal E du point C sur la droite (AB),
c’est-a-dire du point d’intersection de la droite (AB) et du plan &7

d. Calculer I'aire du triangle ABC.
3. Calcul d’un volume
a. Soitle point F(1; —1; 3). Montrer que les points A, B, C et F sont coplanaires.

b. Vérifier que la droite (FD) est orthogonale au plan (ABC).

Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 5
Lycée Frangais Saint Exupéry - Brazzaville (Congo



c. Sachant que le volume d'un tétraedre est égal au tiers del’aire de sa base multiplié par
sa hauteur, calculer le volume du tétraedre ABCD.

EXERCICE 5 Themes : géométrie dans 'espace Métropole 12 mai 2022

On considere un cube ABCDEFGH et on appelle K le mi-
lieu du segment [BC].

—_— — —

On se place dans le repere (A; AB, AD, AE) et on consi-

dere le tétraédre EFGK. E
On rappelle que le volume d’un tétraedre est donné par :

1
V==x%Bxh
3

ol & désigne l'aire d'une base et h la hauteur relative a /
cette base. ’ K

1. Préciser les coordonnées des points E, F, G et K.
2

2. Montrer que le vecteur n | —2 | est orthogonal au plan (EGK).
1

3. Démontrer que le plan (EGK) admet pour équation cartésienne : 2x—-2y+z—-1=0.

4. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (d) orthogonale au plan (EGK)
passant par F.

5. Montrer que le projeté orthogonal L de F sur le plan (EGK) a pour coordonnées (% ; % ;

[<=JEN]

2
6. Justifier que la longueur LF est égale a 3

1
7. Calculer l'aire du triangle EFG. En déduire que le volume du tétraedre EFGK est égal a —.

o]

8. Déduire des questions précédentes l'aire du triangle EGK.

9. On considere les points P milieu du segment [EG], M milieu du segment [EK] et N milieu
du segment[GK]. Déterminer le volume du tétraedre FPMN.

EXERCICE 6 Thémes : géométrie dans 'espace Centres Etrangers 12 mai 2022

- - —
Lespace est muni d'un repere orthonormé (O H 2N k)
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On consideére les points

A(B;-2;2), B6;1;5), C6;-2;-1) etD(;4;-1).

On rappelle que le volume d’'un tétraedre est donné par la formule :

1
V==-o xh
3

ot </ est l'aire de la base et h la hauteur correspondante.

1. Démontrer que les points A, B, C et D ne sont pas coplanaires.
2. a. Montrer que le triangle ABC est rectangle.
b. Montrer que la droite (AD) est perpendiculaire au plan (ABC).
c. En déduire le volume du tétraedre ABCD.
3. On considere le point H(5; 0; 1).
a. Montrer qu’il existe des réels a et 8 tels que BH =aBC + ﬁﬁi
b. Démontrer que H est le projeté orthogonal du point A sur le plan (BCD).
c. En déduire la distance du point A au plan (BCD).

4. Déduire des questions précédentes 'aire du triangle BCD.

EXERCICE 7 Themes : géométrie dans 'espace Asie 17 mai 2022

Le solide ABCDEFGH est un cube. On se place dans le repere orthonormé (A ; 7, 7, 75) de l'es-
pace dans lequel les coordonnées des points B, D et E sont :

B(3;0;0),D0;3;0etE0; 0; 3).

H
|
E . G
|
|
|
|
|
|
_ |
[ T - Ny
<'\ —='c
A /
l
B

On considere les points P(0; 0; 1), Q(0; 2; 3) et R(1; 0; 3).

1. Placer les points P, Q et R sur la figure en ANNEXE qui sera a rendre avec la copie.

2. Montrer que le triangle PQR est isocele en R.
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3. Justifier que les points P, Q et R définissent un plan.
4. On s’intéresse a présent a la distance entre le point E et le plan (PQR).
a. Montrer que le vecteur ;(2 ; 1; —1) est normal au plan (PQR).
b. En déduire une équation cartésienne du plan (PQR).
c. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (d) passant par le point E
et orthogonale au plan (PQR).
d. Montrer que le point L(% ; % ; g) est le projeté orthogonal du point E sur le plan
(PQR).
e. Déterminer la distance entre le point E et le plan (PQR).

5. En choisissant le triangle EQR comme base, montrer que le volume du tétraédre EPQR est
2

g .
On rappelle que le volume V d'un tétraédre est donné par la formule :

1.
V= 3 x aire d'une base x hauteur correspondante.

6. Trouver, a 'aide des deux questions précédentes, I'aire du triangle PQR.

ANNEXE a rendre avec la copie

H
|
E : G
F |1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
_ |
k - -4~
J __--—"" | D TT=-<__
A —==lc
7 /
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EXERCICE 8 Themes : géométrie dans 'espace Asie 18 mai 2022

- - —
Dans un repere orthonormé (O H AR N k) de I'espace, on considere les points

A(-3;1;3),B(2;2;3),C(1;7;-1),D(-4;6; -1)etK(-3; 14; 14).

1. a. Calculer les coordonnées des vecteurs E , ﬁ et E .
b. Montrer que le quadrilatere ABCD est un rectangle.
c. Calculer I'aire du rectangle ABCD.
2. a. Justifier que les points A, B et D définissent un plan.
b. Montrer que le vecteur 7{(—2 ; 10; 13) est un vecteur normal au plan (ABD).
c. En déduire une équation cartésienne du plan (ABD).
3. a. Donner une représentation paramétrique de la droite A orthogonale au plan (ABD) et

qui passe par le point K.

b. Déterminer les coordonnées du point I, projeté orthogonal du point K sur le plan
(ABD).

c. Montrer que la hauteur de la pyramide KABCD de base ABCD et de sommet K vaut
V273.

4. Calculer le volume V de la pyramide KABCD.
On rappelle que le volume V d'une pyramide est donné par la formule :

1
V= 3 x aire de la base x hauteur.

EXERCICE 9 Themes : géométrie dans 'espace Centres Etrangers Groupe 1 - 18 mai 2022

—
l )

Rt

Lespace est muni d'un repere orthonormé (O ; 7,
On considére les points A(5; 0; —1), B(1; 4; —1), C(1;0; 3), D(5; 4; 3) et E(10; 9; 8).

1. a. SoitRle milieu du segment [AB].

—
Calculer les coordonnées du point R ainsi que les coordonnées du vecteur AB.

b. Soit £, le plan passant par le point R et dont AB est un vecteur normal. Démontrer
qu'une équation cartésienne du plan &2, est :

x—-y—-1=0.

c. Démontrer que le point E appartient au plan £?; et que EA=EB.

Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 9
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2. On considere le plan &%, d’équation cartésienne x—z—2 =0.
a. Justifier que les plans 22 et 22, sont sécants.

b. On note A la droite d’intersection de &2, et &,.
Démontrer qu'une représentation paramétrique de la droite A est :

X = 2+t
y = 14+t (teR).
z = t

3. On considere le plan &7;3 d’équation cartésienne y+z—3 =0.

Justifier que la droite A est sécante au plan 273 en un point Q dont on déterminera les
coordonnées.

Si S et T sont deux points distincts de 'espace, on rappelle que 'ensemble des points M de 'es-
pace tels que MS = MT est un plan, appelé plan médiateur du segment [ST]. On admet que les
plans 22, &% et 273 sont les plans médiateurs respectifs des segments [AB], [AC] et [AD].

4. a. Justifier que QA =0B=QC=QD.

b. En déduire que les points A, B, C et D appartiennent a une méme sphere dont on
précisera le centre et le rayon.

EXERCICE 10 Themes : géométrie dans 'espace Amérique du Nord 18 mai 2022

—_ — —
Dans l'espace muni d'un repere orthonormé (O N AR N k) d’unité 1 cm, on considere les points
suivants :

J2;0;1), K@1;2;1et L(-2;-2;-2)

1. a. Montrer que le triangle JKL est rectangle en J.
b. Calculer la valeur exacte de I'aire du triangle JKL en cm?.
c. Déterminer une valeur approchée au dixieme pres de I’angle géométrique JKL.

6
2. a. Démontrer que le vecteur n de coordonnées | 3 | est un vecteur normal au plan
-10
(JKL).

b. En déduire une équation cartésienne du plan (JKL).
Dans la suite, T désigne le point de coordonnées (10; 9; —6).

3. a. Déterminer unereprésentation paramétrique de la droite A orthogonale au plan (JKL)
et passant par T.

b. Déterminer les coordonnées du point H, projeté orthogonal du point T sur le plan
(JKL).

c. Onrappelle que le volume V d’un tétraédre est donné par la formule :

1
V= 538 x h ou A désigne I'aire d'une base et hla hauteur correspondante

Calculer la valeur exacte du volume du tétraédre JKLT en cm®.
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EXERCICE 11 Themes : géométrie dans 'espace Centres Etrangers Groupe 1 - 19 mai 2022

On considére le cube ABCDEFGH de c6té 1 représenté ci-dessous.

H G
|
|
|

E ! 2

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

DLb--mm - == C

Ve

Ve
7
Ve
Ve
A B

On munit 'espace du repére orthonormé (A ; rﬁ , rﬁ, ﬁ)

1. a. Justifier que les droites (AH) et (ED) sont perpendiculaires.
b. Justifier que la droite (GH) est orthogonale au plan (EDH).
c. En déduire que la droite (ED) est orthogonale au plan (AGH).

2. Donner les coordonnées du vecteur ED.
Déduire de la question 1. c. qu'une équation cartésienne du plan (AGH) est :

y—2z=0.

2
3. On désigne par Lle point de coordonnées (5 H I 0).

a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (EL).
b. Déterminer I'intersection de la droite (EL) et du plan (AGH).

c. Démontrer que le projeté orthogonal du point L sur le plan (AGH) est le point K de

1 1
coordonnées (— ;= —).
3°2 2

o5

d. Montrer que la distance du point L au plan (AGH) est égale a

e. Déterminer le volume du tétraedre LAGH.
On rappelle que le volume V d'un tétraédre est donné par la formule :

1
V= 3 x (aire de la base) x hauteur.
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EXERCICE 12 Themes : géométrie dans 'espace Amérique du Nord 19 mai 2022

Une exposition d’art contemporain a lieu dans une salle en forme de pavé droit de largeur 6 m,
de longueur 8 m et de hauteur 4 m.

Elle est représentée par le parallélépipede rectangle OBCDEFGH ot1t OB = 6 m, OD = 8 m et OE
=4m. 1 1 1

On utilise le repere orthonormé (O ; 7, 7, 7c>) tel que T = 8@),7 = 3 O_D) et 7c) = 1 ﬁ

Dans ce repere on a, en particulier C(6; 8; 0), F(6; 0; 4) et G(6; 8; 4).
Une des ceuvres exposées est un triangle de verre représenté par le triangle ART qui a pour

5
sommets A(6; 0; 2), R(6; 3; 4) et T(3; 0; 4), Enfin, S est le point de coordonnées (3 ; 2 ; 0).

1. a. Vérifier que le triangle ART est isocele en A.

b. Calculer le produit scalaire AR -AT.
c. En déduire une valeur approchée a 0,1 degré pres de I'angle RAT.

2
2. a. Justifier que le vecteur 71) —2 | est un vecteur normal au plan (ART).
3

b. En déduire une équation cartésienne du plan (ART).

3. Unrayon laser dirigé vers le triangle ART est émis du plancher a partir du point S. On admet
que ce rayon est orthogonal au plan (ART).

a. Soit A la droite orthogonale au plan (ART) et passant par le point S.
Justifier que le systéme ci-dessous est une représentation paramétrique de la droite

A
x = 342k
5
= E_Zk ,avec keR.
z = 3k

b. Soit Lle point d’intersection de la droite A, avec le plan (ART).
1
Démontrer que L a pour coordonnées (5 ; 3 ; 3).

4. Lartiste installe un rail représenté par le segment [DK] ou K est le milieu du segment [EH].

Sur ce rail, il positionne une source lumineuse laser en un point N du segment [DK] et il
oriente ce second rayon laser vers le point S.
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C

a. Montrer que, pour tout réel ¢ de I'intervalle [0; 1], le point N de coordonnées (0; 8 —
4t ; 4t) est un point du segment [DK].

b. Calculer les coordonnées exactes du point N tel que les deux rayons laser représentés
par les segments [SL] et [SN] soient perpendiculaires.

EXERCICE 13 Themes : géométrie dans 'espace Polynésie 30 aotit 2022

On considére le cube ABCDEFGH.
On note I le milieu du segment[EH] et on considere le triangle CFI.

—_— — —

Lespace est muni du repére orthonormé (A; AB, AD, AE) et on admet que le point I a pour co-

1
ordonnées (0 ; 5; 1) dans ce repere.

1. a. Donner sans justifier les coordonnées des points C, F et G.
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1
b. Démontrer que le vecteur 71) 2 | est normal au plan (CFI).
2

c. Vérifier qu'une équation cartésienne du plan (CFI) est: x+2y+2z—-3 =0.
2. Onnote d la droite passant par G et orthogonale au plan (CFI).

a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite d.

L . 7
b. Démontrer que le point K(§ ; 5
(CFI).

c. Déduire des questions précédentes que la distance du point G au plan (CFI) est égale

5
; 5) est le projeté orthogonal du point G sur le plan

a-.
3

3. On considere la pyramide GCFI.
On rappelle que le volume V d’'une pyramide est donné par la formule

1
V==xbxh,
3

ot b est l'aire d’'une base et h la hauteur associée a cette base.

1
a. Démontrer que le volume de la pyramide GCFI est égal a 5’ exprimé en unité de vo-
lume.

b. En déduire I'aire du triangle CFI, en unité d’aire.

EXERCICE 14 Themes : géométrie dans 'espace Métropole 8 septembre 2022

—_ = —

Dans l'espace rapporté a un repére orthonormé (O 1,7, k ), on considere les points

A(-1;-1;3), B(1;1;2), C1;-1;7

On considére également la droite A passant par les points D(—1; 6; 8) et E(11; —9; 2).

1. a. Vérifier que la droite A admet pour représentation paramétrique :

x = -1+4t
y = 6-5¢ avecreR
z = 8-2t

b. Préciser une représentation paramétrique de la droite A’ parallele a A et passant par
I'origine O du repeére.

Le point F(1,36 ; —1,7; —0,7) appartient-il a la droite A’ ?

Montrer que les points A, B et C définissent un plan.

Montrer que la droite A est perpendiculaire au plan (ABC).

Montrer qu'une équation cartésienne du plan (ABC) est: 4x—-5y—2z+5=0.

Montrer que le point G(7; -4; 4) appartient a la droite A.

T e o0 F o

Déterminer les coordonnées du point H, projeté orthogonal du point G sur le plan
(ABC).

Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 14
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c. En déduire que la distance du point G au plan (ABC) est égale a 31/5.
4. a. Montrer que le triangle ABC est rectangle en A.
b. Calculer le volume V du tétraédre ABCG.
On rappelle que le volume V d'un tétraédre est donné par la formule V = % x B x h ol

B est l'aire d'une base et h la hauteur correspondant a cette base.

EXERCICE 15 Themes : géométrie dans 'espace Métropole 9 septembre 2022

—_— — —
Dans I'espace rapporté a un repére orthonormé (O 1,7, k ), on considere :

1
* ladroite 2 passant par le point A(2; 4; 0) et dont un vecteur directeur est u | 2 |;
0
x = 3
o ladroite 2’ dont une représentation paramétriqueest:{ y = 3+t ,reR.
z = 3+t

—

1. a. Donner les coordonnées d'un vecteur directeur u’ de la droite 2.
b. Montrer que les droites 2 et 2’ ne sont pas paralléles.
c. Déterminer une représentation paramétrique de la droite 2.
On admet dans la suite de cet exercice qu’il existe une unique droite A perpendiculaire aux droites
2 et 9'. Cette droite A coupe chacune des droites 2 et 2.

On appellera M le point d'intersection de A et 9, et M’ le point d'intersection de A et 2'.
On se propose de déterminer la distance MM’ appelée « distance entre les droites 2 et 2’ ».

2
2. Montrer que le vecteur v | —1 | est un vecteur directeur de la droite A.
1

3. On note £ le plan contenant les droites 2 et A, c’est-a-dire le plan passant par le point A
et de vecteurs directeurs u et v.
2
a. Montrer que le vecteur 7 | =1 | est un vecteur normal au plan 2.
-5
b. En déduire qu'une équation du plan & est: 2x—y -5z =0.
c. On rappelle que M’ est le point d’intersection des droites A et 2.
Justifier que M’ est également le point d’intersection de 2’ et du plan 22.
En déduire que les coordonnées du point M’ sont (3; 1; 1).
4. a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite A.
b. Justifier que le point M a pour coordonnées (1; 2; 0).

c. Calculer la distance MM'.

x = 5t
5. On considere la droite d de représentation paramétrique{ y = 2+5¢f avecteR.
z = 1+t
a. Montrer que la droite d est parallele au plan £2.
Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 15
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b. On note ¢ la distance d'un point N de la droite d au plan 22 .
Exprimer le volume du tétraédre ANMM’ en fonction de .
1
On rappelle que le volume d’'un tétraédre est donné par: V = 3% B x h ou B désigne
l'aire d’'une base et & la hauteur relative a cette base.

c. Justifier que, si N; et N, sont deux points quelconques de la droite d, les tétraedres
AN;MM' et AN»MM’ ont le méme volume.

EXERCICE 16 Themes : géométrie dans 'espace Amérique du Sud 26 septembre 2022

Dans la figure ci-dessous, ABCDEFGH est un parallélépipede rectangle tel que
AB=5,AD=3etAE=2.

Lespace est muni d'un repere orthonormé d’origine A dans lequel les points B, D et E ont respec-
tivement pour coordonnées (5; 0; 0), (0; 3; 0) et (0; 0; 2).

H M G
1 ;
|
|
[ F
E |
e
K
oI .-
)
,'———————————————————:—,,—..—- C
S e
B
D
A
./ ........
A B

1. a. Donner, dans le repére considéré, les coordonnées des points H et G.

b. Donner une représentation paramétrique de la droite (GH).

2. Soit M un point du segment [GH] tel que HM = kHG avec k un nombre réel de l'intervalle
[0; 1].

a. Justifier que les coordonnées de M sont (5k; 3 ; 2).
b. En déduire que AM - CM = 25k? — 25k + 4.
c. Déterminer les valeurs de k pour lesquelles AMC est un triangle rectangle en M.

Dans toute la suite de I'exercice, on considere que le point M a pour coordonnées (1; 3; 2).
On admet que le triangle AMC est rectangle en M .
On rappelle que le volume d’un tétraedre est donné par la formule % x Aire de la base x h ol h est
la hauteur relative a la base.
3. On considere le point K de coordonnées (1; 3; 0).
a. Déterminer une équation cartésienne du plan (ACD).
b. Justifier que le point K est le projeté orthogonal du point M sur le plan (ACD).
c. En déduire le volume du tétraedre MACD.

4. On note P le projeté orthogonal du point D sur le plan (AMC).
Calculer la distance DP; en donner une valeur arrondie 2 1071.
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EXERCICE 17 Themes : géométrie dans 'espace  Amérique du Sud 27 septembre 2022

Dans I'espace muni d'un repere ortho-

—_ — —

normé (O; 1, ], k), on considere les
points

A(0;8;6), B(b6;4;4) etC(2;4;0).

1. a. Justifier que les points A, B et C ne sont pas alignés.
b. Montrer que le vecteur 7{(1 ; 2; —1) est un vecteur normal au plan (ABC).
c. Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC).
2. Soient D et E les points de coordonnées respectives (0; 0; 6) et (6; 6; 0).
a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (DE).
b. Montrer que le milieu I du segment [BC] appartient a la droite (DE).
3. On considere le triangle ABC.
a. Déterminer la nature du triangle ABC.
b. Calculer l'aire du triangle ABC en unité d’aire.
c. Calculer AB - AC.

d. En déduire une mesure de I'angle BAC arrondie 2 0,1 degré.
5 10 5
4. On considere le point H de coordonnées (5 ; 3 ; —5)

Montrer que H est le projeté orthogonal du point O sur le plan (ABC).
En déduire la distance du point O au plan (ABC).

EXERCICE 18 Themes : géométrie dans 'espace Nouvelle-Calédonie 26 octobre 2022

Une maison est constituée d'un parallélépipede rectangle ABCDEFGH surmonté d'un prisme
EFIHGJ dont une base est le triangle EIF isocele en I.
Cette maison est représentée ci-dessous.

Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 17
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OnaAB=3, AD=2, AE=1.
- 11— > 11— = —
On définit les vecteurs 1 = §AB, ] = EAD’ k = AE.

On munit ainsi I'espace du repere orthonormé (A; 1,7, k)

1. Donner les coordonnées du point G.

2. Le vecteur 71) de coordonnées (2 ; 0; —3) est vecteur normal au plan (EHI).
Déterminer une équation cartésienne du plan (EHI).

3. Déterminer les coordonnées du point I.

4. Déterminer une mesure au degré pres de 'angle EIF.

5. Afin de raccorder la maison au réseau électrique, on souhaite creuser une tranchée recti-
ligne depuis un relais électrique situé en contrebas de la maison.
Le relais est représenté par le point R de coordonnées (6 ; —3; —1).
La tranchée est assimilée a un segment d'une droite A passant par R et dirigée par le vecteur
; de coordonnées (-3 ; 4; 1). On souhaite vérifier que la tranchée atteindra la maison au
niveau de 'aréte [BC].
a. Donner une représentation paramétrique de la droite A.
b. On admet qu'une équation du plan (BFG) est x = 3.
Soit K le point d’intersection de la droite A avec le plan (BFG).
Déterminer les coordonnées du point K.

c. Le point K appartient-il bien a I'aréte [BC] ?

EXERCICE 19 Themes : géométrie dans 'espace Nouvelle-Calédonie 27 octobre 2022
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Une maison est modélisée par un parallélépi-
pede rectangle ABCDEFGH surmonté d'une py-
ramide EFGHS.
OnaDC=6, DA=DH =4.
Soit les points I, J et K tels que
Di--DC, Dj=-DA, DK=;DH.

6 4 4

Onnote 7 = DI, ] = DJ, k = DK.

On se place dans le repere orthonormé g
(D; l,],k). I

On admet que le point S a pour coordonnées

.......... D

N

w

o~

5.

_ = —

Donner, sans justifier, les coordonnées des points B, E, F et G.

Démontrer que le volume de la pyramide EFGHS représente le septiéme du volume total
de la maison.

On rappelle que le volume V d'un tétraédre est donné par la formule :

1
V= 3 x (aire de la base) x hauteur.

0
a. Démontrer que le vecteur n de coordonnées | 1 | est normal au plan (EFS).
1

b. En déduire qu'une équation cartésienne du plan (EFS) est y+z—8 = 0.

On installe une antenne sur le toit, représentée par le segment [PQ]. On dispose des don-
nées suivantes :

¢ le point P appartient au plan (EFS);
¢ le point Q a pour coordonnées (2; 3; 5,5) ;
o ladroite (PQ) est dirigée par le vecteur *.

a. Justifier qu'une représentation paramétrique de la droite (PQ) est :

x = 2
y = 3 (teR)
z = bbb+t

b. En déduire les coordonnées du point P.

c. En déduire la longueur PQ de I'antenne.

Un oiseau vole en suivant une trajectoire modélisée par la droite A dont une représentation
paramétrique est :

X = —4+6s
y = 7—4s (seR)
z = 2+4s

Déterminer la position relative des droites (PQ) et A.
Loiseau va-t-il percuter 'antenne représentée par le segment [PQ] ?
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ELE‘MENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 1
Polynésie 4 mai 2022
Lespace est rapporté un repere orthonormal ou1 'on considere :
e lespointsA(2; —1;0)B(1; 0; -3),C(6; 6; 1) etE(l; 2; 4);

e Leplan &2 d’équation cartésienne 2x—y—z+4 =0.

-1 4
1. a. Onveut démontrer que le triangle ABC est rectangleen A;ona AB| 1 [et AC|7|.
-3 1

AB-AC = -4+7-3=0donc AB et AC sont orthogonaux et le triangle ABC est donc
rectangle en A.

5
b. BC|6|donc BA-BC =5-6+12=11.
4

BA=+v12+(-1)2+32=11etBC=V52+62+42=+77

c. On cherche la mesure en degrés de I'angle ABC arrondie au degré.
On a alors

BA - BC = BA x BC x cos (ABC) <= 11 = V11 x V77 x cos (ABC)
< 11=v11x V11 x V7 x cos (ABC)

< cos (KBE) =

5l-

La calculatrice donne ABC = 68° au degré pres.
2. a. Onveut démontrer que le plan £ est parallele au plan (ABC).
_ 2
Un vecteur normal du plan & estle vecteur n -1 |.
-1

Les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires car ABC est un triangle rectangle.
Deplus 77-AB =2x (1) —=1x1-1x(-3) =-2-1+3=0
et
n-AC=2x4-1x7-1x1=8-7-1=0
n est donc un vecteur normal a deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC), c’est
donc un vecteur normal de ce plan et du plan &.
Les plans & et (ABC) sont donc paralleles.

b. On déduit une équation cartésienne du plan (ABC).
Le plan (ABC) a donc une équation de la forme 2x—y— z+d = 0, comme A appartient
aceplan,ona:5+d =0soitd = 5.
Une équation de (ABC) estdonc2x—y—z—-5=0.

c. On détermine une représentation paramétrique de la droite 2 orthogonale au plan
(ABC) et passant par le point E.
Un vecteur directeur de la droite 2 est donc le vecteur 7
Onadonc M(x; y; 2)€2 < EM =tn, avec t € R, soit

x-1 = 2t x = 142t
y=-2 = —f, teR—<={ y = 2-1t teR.
z—4 = -t z = 4-t

d. On démontre que le projeté orthogonal H du point E sur le plan (ABC) a pour coor-
1 5
données (4; - —).
22
H correspond al'intersection du plan (ABC) avec la droite perpendiculaire a (ABC) qui
passe par E soit la droite 2, les coordonnées de H seront donc solutions du systéme
suivant :
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x=1+2t x=1+2t
=2—-1 =2-t
y ¢=><y
z=4—t1 z=4—-t
2x—y—-2z-5=0 20+2)-2-t)—4-1t)—-5=0
x=1+2t l‘:%
y=2—-t x=4
— A — 1
z=4—t y:z
6:-9=0 z=3

1
3. On rappelle que le volume d'une pyramide est donné par 7 = 5’%}2 ol % désigne l'aire
d’une base et & la hauteur de la pyramide associée a cette base.

On va calculer I'aire du triangle ABC puis démontrer que le volume de la pyramide ABCE
est égal a 16,5 unités de volume.

AB x AC 11 66 11v6
AC=V42+72+12 = /66 et donc B = . =\/_X\/_= V6

2 2 2
-3
HE est la hauteur de la pyramide et HE %
2
, 3% (3\* 27 .
On aparsuite HE=1/(-3)2+|=| +[=| =1/ — puis
2 2 2
1 11v6  [27 11xv2x3x3V3 33
7:—)( X — = :—:16,5
3 2 2 3x2x2 2

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 2
Polynésie 5 mai 2022
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Partie A

1.

On a les coordonnées suivantes : A (0; 0; 0) (origine du repeére), B (1; 0; 0) et
G(1;1;1).

. Les points A, I et G ne sont pas alignés, donc Al et AG sont deux vecteurs formant une base

de (AIG).
0,5 1 -1
On ales coordonnées suivantes: AI| 0 |, AG|1]et BK|0,5].
1 1 0,5

Le repére est orthonormé (car ABCDEFGH est un cube d’aréte 1), donc on calcule les pro-
duits scalaires avec les coordonnées :

ﬁ() Al = -1 x 0,5+0,5x0+0,5x1=0:]les vecteurs ﬁ() et Al sont orthogonaux.
ﬁ() . A_G) =—-1x1+0,5%x1+0,5x%x1=0:les vecteurs ﬁ)( et E sont orthogonaux.

ﬁ() étant orthogonal a deux vecteurs formant une base de (AIG), on en déduit que la droite
(BK) est bien orthogonale a (AIG).

. Puisque (BK) est orthogonale a (AIG), alors un vecteur directeur de (BK) est un vecteur

2

normal a (AIG), notamment, 7 = —2BK de coordonnées | —1 | est normal 2 (AIG). Ce plan
-1

adonc une équation dela forme: 2x-y-z+d=0.

Comme A (0; 0; 0) €(AIG), on en déduit que d est tel que :

2Xpa—yAa—2a+d=0 <= 2x0-0-0+d =0

— d=0
Finalement, une équation du plan (AIG) est donc bien 2x—y -z =0.

-1
. La droite (BK) est dirigée par BK[05]et passe par B (1; 0; 0), donc elle admet pour repré-
0,5
x=1-t x = 1-¢
sentation paramétrique : y=0+0,5¢ tER= < y = 0,5¢ reR.
z=0+0,5¢ z = 0,5t

2
. Le point L dont on donne les coordonnées est clairement le point de parametre — dans la

représentation paramétrique établie a la question précédente, donc L € (BK).

1 1 1
Vérifions si L est un point du plan (AIG) : 2x, — yL— 2L =2Xx - — - — = =0.

Les coordonnées de L vérifient I'équation du plan : L € (AIG).

Lestdoncle point d’'intersection de la droite (BK) et du plan (AIG) (qui sont sécants, puisque
perpendiculaires), et donc L est le projeté orthogonal de B sur le plan (AIG).

. La distance de B a (AIG) est donc la distance (BL), et comme le repére est orthonormé :

1
~-0

2 1 2 2 N 2
BL:\/(XL—XB)2+(J/L—J/B) + (21 —2zp)% = (5_1) +(3 +(§_0)

SERERER

Partie B

1.

a. Dans le tétraedre ABIG, si on considére AIB comme base, alors cette base est incluse
dans le plan (AIB), qui contient la face avant du cube (la face ABFE), et donc 'aréte
[GF] est bien perpendiculaire a ce plan, puisque ABCDEFGH est un cube.

1 1 1Ix1 1
b. Le tétraedre ABIG a donc pour volume Vjpg = 3 x bapr X hgg = 3 X x1= s

(Le triangle ABI a une base [AB] de longueur 1 et la hauteur correspondante, issue de
I est de méme longueur que [AE], donc de longueur 1 aussi).

2. Dans le triangle isoceéle AIG, la hauteur principale issue de I est donc aussi une médiane, et

elle passe donc par le milieu de la base principale [AG], c’est a dire par le point O.

2
On détermine la distance 10 : 10 = /02 + 0,52 + (=0,5)2 = /0,5 = %
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V2
AGxOI_\@X?_@

2 2 4

Laire du triangle est donc Aajg =

. Le tétraedre AIBG dont on a déja calculé le volume peut aussi étre vu comme ayant pour
base le triangle AGI et comme hauteur correspondante, la hauteur issue de B, donc la lon-

gueur h est la distance séparant B du plan (AGI).

1 1 1
On adonc: V; =— < —xAasicxh=—
ABIG 6 3 AIG 6

— h= 3
AAI(;XG
1
h=
2AnIG
h 1
> h=
V6
2x —
4
2
— h=—
V6
2v6
— h=——
6
— hz?

6
On retrouve bien une distance de B au plan (AIG) qui est %

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 3
Métropole 11 mai 2022

x = 1+2t
a. La droite 2 dont une représentation paramétriqueesty y = 2-t¢
z = 242t
2
vecteur directeur u | —1]|.
2
b. Si B appartient a la droite & alors 3t e R tel que :
-1 = 1+2¢t 2t = =2
3 = 2-t =4 -t =1 < t=-1.DoncBe2.
0 = 2+2t 2t = =2t
. 0
c. OnaA(-1;1;3)etB(-1;3;0).Donc AB | 2
-3

Alors AB. 4 =0x2+2x (1) +(-3) x 2 = —8

,t € Rapour

a. Le plan 22 passant par A est orthogonal a la droite 2. Donc 22 a pour vecteur normal

le vecteur u (vecteur directeur de 9).

Son équation cartésienne sera de la forme ax+ by +cz+d =0,0u (a; b; c) sont les

cordonnées d'un vecteur normal au plan.
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En prenant comme vecteur normal a &2 le vecteur ;, on obtient : &2 :
2x-y+2z+d=0.0r Ae 22 donc -2-1+6+d =0 donc d = -3. Donc & a pour
équation 2x—-y+2z-3=0

b. Le projeté orthogonal de A sur la droite &, noté H, est I'unique point d’intersection
de & et 2. Résolvons donc le systéme suivant :

2x-y+2z-3 = 0

X = 1+2¢ o .

y = oy - On remplace x, y et z dans la premiére équation :
z = 2+2t

2x—y+2z-3= 0<=>2(1+2t) 2-1+22+28)-3=0

1
24+4t-2+1t+4+4t=0 = 9t+1=0 < t=—§.

On remplace la valeur de ¢ dans les trois derniéres équations :

7
y 9 ( l) 19 D H(? 19 16)
= —|-=|== onc ;
9 9 979 9
1 16
z = 242x __):_
9 9
16
7 19 16\ —|[ 9
c. Déterminonsles coordonnées de AH avec A(-1;1;3)etH|— 3 E ry AH | T
11
9

pone 7] = 2] +(12] + (-1 - Y2 Y2
9 9 9 9 3
3. a. Lespoints Het B appartlennent a9, donc le vecteur HB est un vecteur directeur de
QZ tout comme . Donc les vecteurs HB et u sont colinéaires donc 3k € R tel que
HB=kx u.
b. D’ apres les propriétés du prodult scalalre et en utilisant la relation de Chasles,
AB.u =(AH + HE).u = AH.u + HE .u.
Or les points A et H appartiennent au plan & normal a la droite &, donc tout vecteur
de £ est orthogonal a tout vecteur de 2 donc AH L u donc AH.u =0.

—_—

_—— — - — — — — AB.u
Donc AB.u=HB.u=kxu.u=k u?=k || ull®donck= =
el
2 —»
c. Onau | -1 doncllull—\/22+( 12+22=y/9=3et A U = -8 donc
2
-8 8
k= =——.
32 9
. -1-x
Doncen posant H(x; y; z) et B(-=1;3; 0)alors HB | 3—y
-z
8
-1-x = —-=x2
T . 3
DeplusHB:kxu:—gxudonc 3-y = —gx—l)
-z = —=x2
9
16 7 8 19 16 . .
Doncx=-—-1=—-,y=3-—-=— etz=—.Onretrouve les coordonnées du point

9’7 99
H

4. Les points A, H et C appartiennent au plan &2. H est le projeté orthogonal de B sur 2. Le
tétraédre BAHC a pour base le triangle AHC et pour hauteur BH.
3xVpanc

BH
16
— — —s | 9
D’apres la question 3.¢, HB = kx u =donc HB _§ donc
1

9

1
Donc ¥gangc = 3 x A apc x BH d' ol ofagc =
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1612 8\ (16)> 8
HB = —_— +|—= + | — = —
9 9 9 3
8
3x —
=1 unité d’aire.

Donc «4fc =

w]| o
©

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 4
Centres Etrangers 11 mai 2022

- = -
Dans I'espace, rapporté a un repére orthonormé (O H AR I k), on considere les points :

A(2;0;3),B(0;2;1),C(-1; -1;2)etD(3; -3; —1).

1. Calcul d’'un angle
N _ (3 2 9
a. AB| 2 | et AC|—1]; or ces coordonnées ne sont pas proportionnelles = # = #
-2 -1
:—i, donc il n'existe pas de réel a € R tel que AB = aAC : ces vecteurs ne sont pas
colinéaires donc les points A, B et C ne sont pas alignés.
b. ¢ AB2=4+4+4=3x4,doncAB=2V3:
e AC2=9+1+1=11,doncAC=+11.
C. o D'unepartﬁ-ﬁ =6-2+4+2=6;
e D’autre part AB - AC = AB x AC x cos BAC.

— — 3
Onadonc6=2v3x V11 x cosBAC < cosBAC =

6
2V3x VIl V33

La calculatrice donne BAC ~ 58,51, soit 58,5° au dixiéme pres.
2. Calcul d’'une aire
a. Soit M(x; y; 2 unpointde Z.OnaM(x; y; 2) € P — m'ﬁzo.

x+1
Avec CM | y+1 |, on obtient :
z—=2
=2x+D)+2(y+1)-2(z-2) =0 <= —(x+D)+(y+1)—(2-2) =0 < —x+y—-z+2=0.
1— 1— (71
b. En prenant le vecteur EAB comme vecteur directeur de la droite (AB), soit EAB 1
-1
ona:
. 1—. xX—2 tx(—1)
M(x;y;z)E(AB)@AMtiEAB@ y-0 = 1tx1 JER <
z—3 tx(—=1)
X = 2-t
y = r ,telR.
z = 3-t
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c. E projeté orthogonal de C sur (AB) appartient au plan & et a la droite (AB); ses coor-
données vérifient donc 1'équation de &2 et les équations paramétriques de (AB), donc
le systeme :

-x+y-z+2 = 0

X = 2-t .

y . ,t € R; en remplacant x, y et z par leurs expressions en
z = 3-t¢

fonction de ¢ dans I'équation de &2 on obtient :
—24+t+t-3+t+2=0<—=3t-3=0 <= t=1.
OnadoncE(1;1;2).
-1
d. OnaBC|-3|,dou BC2=1+9+1=11et BC = VII.
1
Comme AC = BC = /11, le triangle ABC est isocele en C; or on a vu que E est le projeté
de C sur la droite (AB), donc dans le triangle isocéle (ABC), [CE] est la hauteur relative
ala base [AB].
2
Ona CE|2|, dott CE2=1+4=8et CE=2V2.
0
Laire du triangle (ABC) est donc égale a :
ABxCE _ 2v3 %22 _2Ve.
2 2
3. Calcul d’'un volume

a. Fe (ABC) < ilexisteaEIR,ﬁE[R,telsque:ﬁ:aﬁ+ﬁA—C) —

</ (ABC) =

-1 = -2a-3p
-1 = 2a-f .Enajoutant membre a membre les deux derniéres équations
0 = -2a-p
. 1 1 N
on obtient -1 = -2 <= [ = — et en remplacant  par > dans la premiere équation
3 3 1 1
-1=-2a0+- = 2a=1--=—> <= a=—-.
2 2 2 4

— 1 — 1—
Donc AF = - 1 AB + 3 AC : les quatre points A, B, C et F sont coplanaires.

2
b. Avec FD | -2 |, on peut calculer :
-4

FD-AB=-2-2+4=0et

FD-AC =—6+2+4=0.

Le vecteur ﬁ est donc orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC) : il
est donc orthogonal a ce plan, ou encore la droite (FD) est orthogonale au plan (ABC).

c. Sil'on choisit comme base le triangle (ABC), la hauteur de ce tétraédre est donc [FD]
et la volume est égal a :

1
7 (ABCD) = g x of (ABC) x FD
Avec FD? =4 +4+16 =24, on trouve FD = v24 = /4 x 6 = 21/6, d’olt :

1 4%x6
V/(ABCD) = x 26 x 2v/6 = —— =8
Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 26

Lycée Frangais Saint Exupéry - Brazzaville (Congo



ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 5
Métropole 12 mai 2022

On considere un cube ABCDEFGH et on appelle K le mi-
lieu du segment [BC].

On se place dans le repere (A; E, E, ﬁ) et on consi-
dére le tétraédre EFGK.

On rappelle que le volume d’un tétraeédre est donné par :

o

Né

1
V:—X%Xh
3

ol % désigne l'aire d’'une base et h la hauteur relative a 4 o
cette base. % e

1. Préciser les coordonnées des points E, F, G et K.
E(0;0;1), F(1;0;1), G(@;1;1), K(1;1;0).
2

2. Montrer que le vecteur 7 |-2] est orthogonal au plan (EGK).
1

1
1
— —|1
D’apres la question précédente : EG | 1| et EK > |
0 |
D’oul 7{ . E—G) =2-2+0=0: ces deux vecteurs sont orthogonaux;

n-EK=2-1-1=0:ces deux vecteurs sont orthogonaux.

J‘___:."-T.____;:_

Le vecteur n orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (EGK) est orthogonal a ce

plan.
3. Démontrer que le plan (EGK) admet pour équation cartésienne : 2x—2y+z—-1=0.
Le résultat précédent montre qu'une équation du plan (EGK) est 2x—2y+z =d, avec d € R
En particulier E(0; 0; 1) € (EGK) < 0-0+1=d < d=1.
Onadonc M(x; y; z) € (EGK) <= 2x—-2y+z=1.

4. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (d) orthogonale au plan (ECK)

passant par F.

La droite (d) étant orthogonale au plan (ECK), on peut prendre comme vecteur directeur

de cette droite le vecteur 71) Elle contient E donc :
. x—1 = 1tx2 X 1+2¢t
M(x;y;2€(d) < FM=tn < y-0 tx(-2) ,teR < y -2t
z—1 rx1 z = 1+t

R.
_ hoc (5. 4.7
5. Montrer que le projeté orthogonal L de F sur le plan (EGK) a pour coordonnées (5 S5 &)

,LE

L étant le projeté orthogonal de F sur le plan (EGK), L est un point de la droite (d) et du

plan (EGK) : ses coordonnées vérifient donc les équations de (d) et du plan (EGK), donc le

systeme :
X = 1+2¢
¥y = -2t
z = 1+t LER
2x-2y+z = 1

En remplacant x, y, et z par leurs expressions en fonction de ¢ dans la derniere équation

on obtient :
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2
20420 =-2x(=20)+1+t=1 < 2+4i+4t+t+1=1 < 9 =-2 < t:—g.Ona

2 4 5
donc:x=142x|-=|=1-==—;
9 9 9
[5)=3
- ox|-Z|=2;
y 9 9
2 7
z=1--=—
9 9
5 4 7
Conclusion : L(— ;= —).
99 9
. 2
6. Justifier que la longueur LF est égale a 3
4
—| 9
AvecL(3; 3; Z)etF(1;0;1), onaLF —zg
Z
2 _ (42, (4)2_ (22 _16 16, 4 _36 por _6_2
Donc LF —(5) +(§) +(§) ——1+—1+ﬁ—ﬁ,d0uLF—§—§

1
7. Calculer l'aire du triangle EFG. En déduire que le volume du tétraedre EFGK est égal a —.

o]

Le triangle (EFG) est rectangle en F donc:

1
. Onad(EFG)zEFxFGxEzlxlx%z%.

1
. V(EFGK)zgxd(EFG)xBFzﬁx Fx1=4¢.
8. Déduire des questions précédentes I'aire du triangle EGK.
1 1 1 2
On a aussi 7 (EFGK) = 3 x o/ (EGK) x LF, soit 5 = 3 x of (EGK) x 3 ou encore

2 1 9 9 3

1

—=—xA(EGK),dot L(EGK) = - =—x - = —=—,

6~ g ¥ (EGK), dou Z(EGK) 672 12 4
9. On considere les points P milieu du segment [EG], M milieu du segment [EK] et N milieu

du segment[GK]. Déterminer le volume du tétraedre FPMN.

D’apres le théoréme de la droite des milieux les c6tés du triangle (PMN) ont une longueur

o | o=

—

1 1
moitié de celles du triangle (EGK). Laire du triangle (PMN) est donc égale a 5%5°7 fois

2
1 3 3
celle du triangle (EGK), donc </ (PMN) = " X 2 = 6
Comme les trois points P, M et N appartiennent au plan (EGK) le triangle (PMN) appartient
au plan (EGK) : la hauteur du tétraedre FPMN est donc la méme que celle du tétraédre

(EFGK) soit LE
1 1 3 2

Onadonc 7(FPMN) = = x o/ (PMN) x LF = = x — x — = —.
3 3 16 3

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 6
Centres Etrangers 12 mai 2022

1. Déterminons les coordonnées des vecteurs ﬁ, E et A—15 Avec A(3; —-2;2),B(6;1;5),

3 3 -3
C6;—-2;-1)etD(0; 4; —1),onobtient:ﬁ 3 AC| O E 6
3 -3 -3
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Pour que les points A, B, C et D soient coplanaires, il faut que (par exemple) le vecteur AD
soit une combinaison linéaires des vecteurs AB et AC. Existe-t-il un couple de réels (a; b)
tel que AD = a AB + b AB ? Cette égalité vectorielle se traduit par le systeme suivant :

3a+3b = -3 at+b = -1 b = -3 b = -3
3a = 6 — a = 2 — a = 2 — a = 2
3a-3b = -3 a-b = -1 -b = -3 b = 3

C’est impossible. Donc le vecteur AD ne peut étre écrit comme une combinaison linéaire
des vecteurs AB et AC.Donc les points A, B, C et D ne sont pas coplanaires.

2. Calculons AB.AC : AB.AC =3x3+3x0+3x(-3) =9-9=0.Donc AB L AC.
Le triangle ABC est rectangle est rectangle en A.

3. Calculons AD.AB et AD.AC :
AD - AB =(~3)x3+6x3+(-3) x3=-9+18-9=0
AD - AC—( 3)x3+6x0+( 3)x(=3)=-9+9= 0
Donc le vecteur AD est orthogonal aux Vecteurs AB et AC donc il est aussi orthogonal a
toute combinaison linéaire des vecteurs AB et AC, donc orthogonal a tout vecteur du plan
(ABQ).

4. Les questions précédentes permettent d’affirmer que le point A est le projeté orthogonal

1
du point D sur le plan (ABC). Donc ¥4pcp = g.szfABC x AD.

I'AD| = /(=32 + 62 + (—3)2 = V54 =36
IAB|=V32+32132=27=3V3
IAC | = V(=32 + 0% + (-3)2 = V18 =3V2

9v6

1 1
DOnC.Q{ABCZEXABXACZEXS\/g)(?)\/_:T

1
Donc VABCD = g X

5. Soit H(5; 0; 1).
a. Les coordonnées des vecteurs EI), B_C) et BD sont :

6
x 3v/6 = 27 unités de volume.

N _ (0 I
BH | -1 BC -3 BD| 3
-4 -6 -6

Existe-t-il un couple de réels (a ; ) tel que BH = a BC + BBD ? Cette égalité vecto-
rielle est équivalente et permet d’écrire le systéme suivant :

1 1
-6p = -1 B = 5 p - %
- = - 3 3
3a+3ﬁ = 1 = -3¢ = -1-2= — -3 = —--
—6a—6f = —4 6 2
—6a = -4+1 6a = -3
1
= ¢ . Donc BH =~BC+—BD.
g = 1 2 6
2

b. D’apres la question précédente, Le vecteur BH peut s’écrire comme une combinai-
son linéaire de deux vecteurs non-colinéaires dur plan (BCD). On peut donc affirmer
que le point H appartient au plan (BCD). Montrons maintenant que le vecteur AH
est normal au plan (BCD), c’est-a-dire que le vecteur ﬁ est orthogonal a une base
du plan (BCD), c’est-a-dire orthogonal aux vecteurs B—C) et B—D)

. 2 . 0 . -6
Ona: AH | 2 BC|-3 BD| 3
-1 6 -6

AH.BC =2x0+2x(=3)+ (1) x (~6) =—6+6 =0

AH DB 2x(=6)+2x3+ (1) x(-6) = —12+6+6 0

Donc AH est orthogonal aux vecteurs BC et BD donc a toute combinaison linéaire
de ces deux vecteurs, donc a tout vecteur du plan (BCD). Donc H est le projeté ortho-
gonal de A sur le plan (BCD).
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c. Ladistance du point A au plan (BCD) est égale a || AH Il

IAH| = /22122 + (—1)2 = /9 = 3 unités de longueur.

1 3xVapcD
6. 7, ==X x AH d’ou &/ =—.
ABCD = 3 BCD BCD Al
3x27 PSR
Donc apyc = 3 =27 unités d’aire.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 7
Asie 17 mai 2022

Le solide ABCDEFGH est un cube. On se place dans le repere orthonormé (A ; 7, 7, 75) de l'es-
pace dans lequel les coordonnées des points B, D et E sont :

B(3;0;0),D0;3;0etE0; 0; 3).

H
|
E . G
|
|
|
|
|
|
_ |
[ T -
<'\ —='c
A /
1
B

On considere les points P(0; 0; 1), Q(0; 2; 3) et R(1; 0; 3).

1. Voir ’annexe.

1 1
2. OnaPR| 0 |et QR [-2].
-2 0

—s 12 — |2
Donc PR? = H PR H —12402422=1+4 =5et QR= ” QR” = 124(=2)2+0% = 1+4 = 5. Donc
PR = QR = /5: le triangle (PQR) est isocéle en R.

3. Les vecteurs PR et @ ne sont pas colinéaires donc les points P, Q et R ne sont pas alignés :
les points P, Q et R définissent un plan.
4. a « PR-u=2+0-2=0;
. QR u=2-24+0=0.
Donc le vecteur Z(Z ; 1; —1) orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan
(PQR) est normal a ce plan.
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b. Onsaitqu’alors M(x; y; 2) € (PQR) < 2x+1y—-1z=d, deR.
En particulier P(0; 0; 1) € (PQR) < 2x0+1x0-1x1=d < -1=d.
Onadonc M(x; y; 2) € (PQR) < 2x+y—-z=-1.

c. Sid est orthogonale au plan (PQR) elle a pour vecteur directeur le vecteur u.

On adonc:
. _ x—0=2¢ x = 2t
M(x;y;2€(d) < EM=tu < y=-0=1t ,teR << y =t JLE
z—-3=-1t z = —t+3
R.

d. SiL estle projeté orthogonal du point E sur le plan (PQR), la droite (LE) est perpendi-
culaire a ce plan donc 1 appartient a (d) et ce point L appartient aussi au plan (PQR).
les coordonnées de L vérifient donc le systeme d’équations :

x—-0=2¢ x=2t

y—-0=1¢ y=t

3= 1t JER &< 143 JLER.
2x+y-z = -1 2x+y-z = -1

En remplacant x, y et z par leurs expressions en fonction de ¢ dans la derniére équa-
tion, on obtient :

1 2 1 8
2><2t+t—(—t+3)=—1(:)61‘—3:—14:»61‘:24:»t=§.L(§;§;§).Ona
2 1 1 8
doncx=—-,y=-etz=3-—-=-.
3 3 3 3
2
— ? 4 1 1 6
e. Onadoncavec EL| = |,ondéduitEl2 ==+ =+ == —,
3 9 9 9 9
1
3
. o V6
La distance de E au plan (PQR) est donc égale a EL = T

5. Sion prend EQR comme base la hauteur est [PE].

EQxER 2x1
Onad(EQR):L =%=1etPE:2,donc:

2

V(EPQR) 1 1x2 2

= — X X = —.

3 3

1

6. On a aussi V(EPQR):gxd(PQR)szL, soit
2 1 V6 6

— =—xo(PQR) x — o/ (PQR) = — = v/6.
3 =3 </ (PQR) x == < o/ (PQR) NG V6

Rem. On peut retrouver cette aire en calculant 'aire de ce triangle isocele directement

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 8
Asie 18 mai 2022

Dans un repere orthonormé (O 2N IS k) de I'espace, on considere les points

A(-3;1;3),B(2;2;3),C(1;7;-1),D(-4;6; -1)etK(-3; 14; 14).
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5 5 -1

. Onaﬁ 1 ,D—C) 1 etﬁ 5

0 0 -4

. D’apres la question précédente, AB = DC donc ABCD est un parallélogramme.

De plus le produit scalaire rﬁ . E =5x(-1)+1x5+0x(—4)=0.

Le parallélogramme ABCD ayant deux cotés consécutifs perpendiculaires est un rec-
tangle.

. OnaAB?=25+1=26,dol AB = v/26;

de méme AD? = 1 +25+ 16 =42, d' ot AD = V/42.

Laire du rectangle ABCD est égale a

ABxAD = V26 x V42 = V26 x 42 = \/2x 13 x 2 x 21 =213 x 21 = 2V/273.

. D’apres la question 1., les vecteurs AB et AD ne sont pas colinéaires, donc les points
A, B et D ne sont pas alignés : ils définissent donc bien un plan.

. Soit le vecteur 7{(—2 ;10 13).

7-AB=-10+10+0=0et 7 -AD =2+50—52 =0.

Conclusion : le vecteur 71), orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (ABD),
est normal a ce plan.

. Le résultat précédent montre que le plan (ABD) a une équation de la forme
—2x+10y+13z=d, avec d € R.

Or par exemple B(2; 2; 3) € (ABD) donc

—2x2+10%x2+13x3=d < -4+20+39=d < d=55.

Donc le plan (ABD) a pour équation —2x + 10y + 13z = 55.

. Si A est orthogonale au plan (ABD) elle a pour vecteur directeur le vecteur 7. Comme
elle contient K, on a donc :

Mx,y;2)eA K_M: t;, teR.

x—(=3)
Avec KM | y—14 | cecise traduit par le systeme :
z—14
x+3 = =2t x = -=2t-3
y=-14 = 10t ,teR < y = 10t+14 ,teR
z—14 = 13t z = 13t+14

. Silestle projeté orthogonal de Ksur le plan (ABD), le pointI est un point de A; comme
c’est aussi un point de (ABD) ; ses coordonnées vérifient le systeme
X = -2t-3

y = 10t+14
z = 130414 LER
—2x+10y+13z = 55

En remplacant dans la derniere équation x, y et z par leurs expressions en fonction de
t, on obtient :

-2(-2t-3)+10(10¢ +14) +13(13¢ + 14) =55

< 4t+6+100f+140+ 169t +182 =55 < 273t =-273 < t=-1.

Les premieres équations donnent alors

x=2-3=-1, y=-10+14=4etz=-13+14=1.

Le point I a donc pour coordonnées (-1; 4; 1).

. ABCD étant un rectangle le point D appartient au plan (ABD). Donc la hauteur de la
pyramide KABCD de base ABCD est [KI].

2
Ki [ -10 | donne KI% = 4+ 100 + 169 = 273 et enfin KI = V273.
-13
1 1 2x273 2x3x91
4, OnaV:gxd(ABCD)XKI:g><2\/273><\/27 = 3 = 3 =182.
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Lespace est muni d'un repere orthonormé (O ;

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L'EXERCICE 9
Centres Etrangers Groupe 1 - 18 mai 2022

—
i,

N

7>

On considere les points A(5; 0; —1), B(1; 4; —1), C(1;0; 3), D(5; 4; 3) et E(10; 9; 8).

1.

a. « OnaR(3;2; -1);
—4
« AB| 4
0
b. Si AB est un vecteur normal au plan £2; on sait qu'une équation de ce plan est :
—4x+4y+0z=d, avec d eR.
CommeR@3;2; -1)e? <— -12+8+0=d < d=-4.
Donc M(x; y; 2)€9? < —4x+4y=—4 <= x—-y—-1=0.
c. Démontrer que le point E appartient au plan £?; et que EA=EB.On a E(10; 9; 8) €
P < 10—-9-1=0: cette égalité est vraie.

-5 -9
D’autre part EA|[ -9 | et EB|-5]|.
-9 -9

On en déduit : EA? =25+ 81 + 81 = 187 et EA®> =81 + 25+ 81 = 187.
EA2 = EB2 = EA = EB.

2. On considere le plan &%, d’équation cartésienne x—z—2 =0.

-4
a. On avu que le plan &2, a pour vecteur normal AB | 4
0
_ 1
Le plan &%, a pour vecteur normal n | 0
-1

Ces deux vecteurs directeurs ne sont pas colinéaires, donc 27, et 2%, ne sont pas pa-
ralleles, ils sont donc sécants.

b. Si M(x; y; z) est commun aux deux plans ses coordonnées vérifient les équations des
deux plans, donc le systéme :

—y—=-1 =
{ Y . En posant z = t le systeme devient :

x—z-2 = 0

x-y-1 = 0 x-1 =y x-1 =y
x—-z—-2 = 0 > X = z+2 X = (+2 <—
z = t z = 1 z = t
t+2-1 =y y = t+1

X = (+2 < x = t+2 ,avecteR.

z = t z =t

SiQ(x; y; z) est commun a la droite A et au plan 273 ses coordonnées vérifient I'équation
du plan et les équations paramétriques de la droite, soit le systéme :

y = t+1

X = t+2 . .

2 - . En remplagant x, y, z par leurs expressions en fonction de ¢ dans
y+z-3 = 0

I'équation du plan on obtient :
t+1+1t-3=0<—=2t-2=0<«= 2t=2 << t=1.
OnadoncQ(3;2; 1).
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Si S et T sont deux points distincts de 'espace, on rappelle que 'ensemble des points M de 'es-
pace tels que MS = MT est un plan, appelé plan médiateur du segment [ST]. On admet que les
plans 22, &% et &3 sont les plans médiateurs respectifs des segments [AB], [AC] et [AD].

3.

-1 -4
. Les vecteurs ]_Ié et ﬁ: ont pour coordonnées : ]—)K ( 2 ) ﬁ: (—2).

a. Sans admettre que les plans 27, 9% et 2%; sont les plans médiateurs respectifs des

segments [AB], [AC] et [AD], on peut calculer :

(2 -2 -2\ (2
oa|-2|, aB|-2|, ac|-2|, aD|z|.
-2 -2 2 2

Onadonc QA2 =4+4+4=12,0B%=12,QC%=12,QD%=12et par conséquent :
OA=0B=QC=0D=v12=v4x3=2V3.

. Le résultat précédent montre que Q est équidistant de A, B, C et D donc est le centre

de la sphére de rayon 2+v/3 contenant A, B, C et D.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE LEXERCICE 10
Amérique du Nord 18 mai 2022

0 -3
Le produit scalaire de ]75 et Ti : ﬁﬁ =(-D)x(—4)+2x(-2)+0x(-3)=4—-4=0

Les vecteurs ]_Ié et ﬁ: sont orthogonaux donc le triangle JKL est rectangle en J.
JK xJL

. eljkL = >

JK = ”]_KH =V(=1)2+22+02=\5etJL= “ﬁ” =2+ (=22 + (=3)2 = V29
V5 V29 = V145 cm

Donc -d]KL = > 2 2,
. Le triangle JKL est rectangle en ] donc en appliquant la formule de la tangente, on
obtient :
— L 29
tan (JKL) = JL_ £.
JK /5
— 29
Donc JKL = arctan £ ~ 67,5°
V5
. Les vecteurs ]_K: et ]_I: ne sont pas colinéaires : il n’existe pas de réel k tel que ]_K: =
kx JL.
-1 = kx(-4
En effet le systeme { 2 = kx(-2) n’admet pas de solution.
0 = kx(-3)
(]—)K , ]_I:) est donc une base du plan (JKL).

Calculons :

n.JK =6x(-1)+3x2+(-10)x0=0et n.JL=6x(—4)+3x (-2)+(-10) x (—-3) =0.
Le vecteur n estdonc orthogonal aux JK et JL.C’est donc un vecteur normal au plan
(JKL).
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b.

Le plan (JKL) a pour équation cartésienne : ax+ by+cz+d =0, ou (a; b; c¢) sont
les cordonnées d’'un vecteur normal au plan. En prenant comme vecteur normal le
vecteur ;, on obtient : (JKL) : 6x+3y—10z+d =0.

Or J € (JKL) donc 12+0—-10+d =0 donc d = —2. Donc (JKL) a pour équation
6x+3y—10z—-2=0.

. La droite A est normale au plan (JKL) donc admet comme vecteur directeur 7, nor-

mal a (JKL). elle passe par T(10 ; 9; —6) donc une représentation paramétrique est :
x = 10+6¢
y = 943t ,teR
z -6-10¢

. Le projeté orthogonal H de T sur le plan (IJK) est 'unique point d’intersection de A et

(IJK). Ses coordonnées sont les solutions du systeme :

x=10+6¢
y=9+3¢
z=-6-10¢

6x+3y—-10z2-2=0
Enremplacant x, y et z dans la derniére équation, on obtient :
6(10+61)+3(9+31)—10(-6—-101) -2 =0 < 145t+145=0 < t=-1
Doncx=10+6x(-1)=4,y=9+3x(-1)=6etz=-6-10x(-1) =4
H a pour coordonnées (4; 6; 4)

1
. VikLT = 538 x h. La base est le triangle JKL et la hauteur est le segment [T H]. D’apres

les question précédentes :

TH | -3 done TH = Hﬁi“ = V(62 +(-3)2+ 102 = /145
10

X

v 145 145
5 x 1145 = ? cms.

1 1
Donc Vjkir = 593][(]4 x TH = 3

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 11
Centres Etrangers Groupe 1 - 19 mai 2022

On munit I'espace du repere orthonormé (A; AB, AD, AE). Dans ce repeére, les points notés ont

pour coordonnées :
A(0;0;0),B(1;0;0),C1;1;0),D(0;1;0),E0;0;1),F1;0;1),G(1;1;1)etHO;1;1)

1. a. Lesdroites (AH) et (ED) sont les deux diagonales du carré ADHE. Ces diagonales sont

b.

perpendiculaires. Donc (AH) L(ED).
CDHG est un carré donc (GH) est perpendiculaire a (DH);
EFGH est un carré donc (GH) est perpendiculaire a (EH).

La droite (GH) perpendiculaire a deux droites sécantes du plan (EDH) est orthogonale
a ce plan (EDH).

. Nous savons d’'une part, que les droites (ED) et (AH) sont perpendiculaires, et d’autre

part que les droites (ED) et (HG) le sont aussi. De plus les droites (HG) et (AH) sont
sécantes et non confondues, donc elles définissent deux direction distinctes du plan
(AGH). Donc comme la droite (ED) est perpendiculaire a ces deux dernieres droites,
alors (ED) est perpendiculaire au plan (AGH)
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0
2. ﬁ)) 1. ﬁ)) est normal au plan (AGH).
-1
Le plan (AGH) a pour équation cartésienne : ax+ by +cz+d =0, 0l (a; b; c) sont les
cordonnées d'un vecteur normal au plan. En prenant comme vecteur normal le vecteur n,
on obtient : (ART) : 0x+y—z+d =0soity—z+d =0.
Or A€ (ART) donc0—-0+d = 0donc d =0. Donc (AGH) a pour équation y —z =0.

2
3. a EL ‘;’ .Ladroite (EL) passant par E et de vecteur directeur ELa pour représentation
-1
2 2
x = 0+ g x k X = g k
cartésienne : y = 0+1xk ,avec k soit y = L -avec keR.
z = 1+(-1)xk z = 1-k
b. Les coordonnées du point d’intersection de (EL) et (AGH) sont les solutions du sys-
x==-k
3
ttme:{ V=k .En remplacant y et z dans la troisieme équation, nous obtenons :
z=1-k
y—z=0
1
yV—-2=0<= k-(1-k=0=2k-1=0 < k=§.
2 1 1 1 1 1
Doncx==-x—-=—-,y=—-etz=1--=—.
3 2 3 2 2 2
1 1 1
Les coordonnées du point d’intersection de (EL) et (AGH) sont : (5 ; 3 ; 5)
c. Kappartient au plan (AGH) : en effet y—z =0.
0
— 1
De plus le vecteur LK a pour coordonnées | ™5 |.
1
2
—_— 1 —— e ——
On remarque alors que LK = ~3 ED donc les vecteurs LK et ED sont colinéaires,

donc le vecteur LK est normal au plan (AGH). K est donc le projeté orthogonal du
point L sur le plan (AGH).

d. Ladistance du point L au plan AGH est égale a la distance LK :

LK = HH(H = \/02 + (—%)2+ (1)2 _ /i ? unité de longueur.

2 2
e. Une hauteur de LAGH est [LK]. La base correspondante est AGH, triangle rectangle en
1 AH x HG
H. YiaGgH = 3 x agH X LK avec #hgH = —y
. , . . 1xv2
De plus AH = V2 (diagonale d'un carré de coté 1) et HG = 1. Donc «/agH = 5 =
2
- unité d’aire.
1 V2 V2 1
Donc /% = — x — x — = — unité de volume.
MH= 375 "2 76
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ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 12
Amérique du Nord 19 mai 2022

— —

En utilisant le repere fourni (O ; 7, 7 ), les points notés ont pour coordonnées : A(6; 0; 2)

,B(6;0;0),C(6;8;0), D(0;8;0), EQ0;0;4), F(6;0;4),G(6;8;4), HO;8;4), R(6;3;4),
5

T(3;0;4)et8(3; —;0)

2
1. a. Lesvecteurs AR et AT ont pour coordonnées: AR |3 |et AT | 0
2 2

AR=|AR|=V02+32+22=\13et AT= || AT || = v/(=3)2+ 02+ 22 = /13
IAR| = | AR || donc le triangle ART est isocéle en A.
b. AR.AT =0x (=3)+3x0+2x2 =4

c. Utilisons la formule du produit scalaire : AR.AT = ’ X COS (R/A\T)
__ AR.AR 4 4 _ 4
donc cos (RAT) = — = 5 = — donc RAT =arccos | — | = 72,1°
IAR| xIAT| 13"~ 13 13
2. a. Lesvecteurs AR et AT ne sont pas colinéaires : il n’existe pas de réel k tel que ]75 =
kx JL.
0 = kx(-3)
En effetle systtme{ 3 = kx0 n’'admet pas de solution. Donc ils définissent
2 = kx2

une base du plan (ART). Calculons :
n AR 2><0+( 2)><3+3><2——6+6 Oetn AT 2x(=3)+(-2)x0+3x2=—-6+6= 0

Donc nn L AR et n L AT donc n est normal a tout vecteur du plan (ART), donc n
est un vecteur normal au plan (ART).

b. Le plan (ART) a pour équation cartésienne : ax+ by+cz+d=0,ou (a; b; c) sont
les cordonnées d'un vecteur normal au plan. En prenant comme vecteur normal le
vecteur 7{, on obtient : (ART) :2x—-2y+3z+d =0.

Or A€ (ART)donc12-0+6+d =0doncd =-18
Doncle plan (ART) a pour équation 2x—2y+3z—18 =0.

3. a. La droite A est orthogonale au plan (ART), donc elle admet comme vecteur direc-
— 5
teur le vecteur u, vecteur normal a ce plan. Elle passe par le point 8(3 ; 2 ; 0). Une

représentation paramétrique de la droite A est donc:

x = 342k x = 3+2k
5 5
y = E_Zk JkeRsoity y = E_Zk ,avec keR.
z = 0+3k z = 3k
b. Les coordonnées du point L sont les uniques solutions du systéme :
x=3+2k
_5 2k
4 V= 2 Enremplacgant x, y et zdans la derniére équation, on ob-

z=3k

2x—-2y+3z—-18=0
. 5
tient:2x—-2y+3z-18=0 < 2(3+2k)—2(§—2k +3x3k-18=0 < 17k—-17=

0= k=1

5 1 . .
Donc x =3+2k=5y=—--2k= 3 et z =3k = 3. Le point L a pour coordonnées

2
1
5; =, 3.
2
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4. Le milieu K de [EH] a donc pour coordonnées (0; 4; 4). N a pour coordonnées (0 ; 8 —

0
4t ; 41). Pour t € [0 ; 1], les vecteurs Ef et ﬁ ont pour coordonnées : ﬁ —4| et
4
0
DN | -at|.
4t

On remarque alors que DN = t x DK . Les deux vecteurs sont donc colinéaires, donc les
points D,K et N sont alignés.

e ———

Pour vérifier que N est un point du segment [DK], montrons que NK.ND <0:

. 0 . 0
NK | -4+4t|et ND | 4t
4—-4t —4t

donc NK.ND =0x 0+ (~4+41) x 41 + (4—41) x (—41) =322 =321 = 32£(¢ — 1).
te€[0; 1] donc 32¢(t — 1) < 0 donc N est un point du segment [DK].

-3
2
5. Les vecteurs SL et SN ont pour coordonnées: SL | -2 | et SN > —4t
3
4t

Les vecteurs SL et SN sont orthogonaux donc SL.SN =0.
—_— = 11 17
SL.SN =0 < 2x(—3)+(—2)x(?—4t)+3x4t=0 — 20t-17=0 < t:E.Le

. 3 17 17 . 23 17
point N aura alors pour coordonnées: N|0; 8 —4 x E ;4% E soit N(0; ? ; ?

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE EXERCICE 13
Polynésie 30 aotit 2022

On considére le cube ABCDEFGH. On note I le milieu du segment[EH] et on considere le triangle

CFI. Lespace est muni du repére orthonormé (A ; E, K]S, AE ) et on admet que le point I a pour

1
coordonnées (0 ; E; 1) dans ce repere.
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1 1 1
1. a. Lescoordonnées des points C, FetGsont:C|1|,F[0|etG|1

0 1 1
1
b. Soitle vecteur n |2 ].
2
—_— 0 —_ — —_ —_—
e CF|-1|; n-CF=1%x0+2x(-1)+2x1=0donc n L CF
1

« CI|-1|;n-Cl=1x(-D+2x () +2x1=0donc n L CI
1
* Les points C, F et I ne sont pas alignés donc ces trois points forment le plan (CFI)
dont CF et CI sont deux vecteurs directeurs.

Le vecteur 71) est orthogonal a deux vecteurs directeurs du plan (CFI) donc il est nor-
mal au plan (CFI).

c. D’apres la question précédente, le plan (CFI) a une équation de la forme
xX+2y+2z+d=0oudeR.
Ce (CFI) donc xc+2yc+2zc+d=0s0it1+2x1+2x0+d =0doncd =-3.
Une équation cartésienne du plan (CFI) estdonc: x+2y+2z—-3=0.

2. Onnote d la droite passant par G et orthogonale au plan (CFI).

a. La droite d est orthogonale au plan (CFI); elle a donc le vecteur 7 comme vecteur
directeur. De plus elle passe par 1 le pomt G. C’est donc 'ensemble des pomts M de
coordonnees (x;y;2) tels que GM et 7 soient colinéaires, c’est-a-dire tels que GM =
t.7 avec t€R.

- x-1= 1t
GM=tn <4 y-1=2¢
z—1 = 2t
x = 1+t
La droite d a donc pour représentation paramétrique:{ y = 1+2f avecteR
z = 1+2¢t

b. La droite d est orthogonale au plan (CFI) donc le projeté orthogonal K du point G
de la droite d sur le plan (CFI), est le point d’intersection de d et de (CFI); donc ses
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x =1+t

) . . R ) y = 1+2t
coordonnées (x ; y; z) vérifient le systéeme : z = 142¢
xX+2y+2z-3 =0

Onadonc: (1+#8)+2(1+2)+2(1+2¢)—-3=0,cequidonne:
1+ 6+2+4t+2+4r-3=0s0it9r = -2 donc t = —3.
_ _ 2 _
x = 1+t = l—g =
y =142t = 1-2x% =

z = 1+2t = 1—2)(% =

[{=]]8; J{<][S; RN EN]

755
Donc le projeté orthogonal K du point G sur le plan (CFI) a pour coordonnées ( 3 ; 3 ; 3 ) .

c. La distance du point G au plan (CFI) est :

7 2 g 2
GK:\/(xK_xG)Z+(yK_yG)2+(ZK_ZG)2=\/(5—1) + 5—1) +

( 2)2 ( 4)2 ( 4)2 4 16 16 [36 6 2
=\/{—-=| +[-=| +|-=] =\ ==+t F+t—==\/TT==-==.
9 9 9 81 81 81 81 9 3

3. On considere la pyramide GCFI.

5 2
__1)
9

a. Si on considere que I est le sommet de la pyramide, la base en est le triangle GFC
rectangle en G.

Le projeté orthogonal de I sur le plan (GFC) estle point J, milieu de [FG], et IJ = 1 donc

la hauteur A vaut 1.
GF x GC 1

E.

La pyramide GCFI a donc pour volume, en unité de volume :

Le triangle GFC a pour aire

X Xl:

1
s

W~
N | —

b. Appelons & 'aire du triangle CFI.

Si on considere que G est le sommet de la pyramide, la base en est le triangle CFI d’aire
.

Le projeté orthogonal de G sur le plan (CFI) est le point K, donc la hauteur / vaut GK
2

soit —.

3

1 2 2
La pyramide GCFI a donc pour volume : 3% o x 3= 9"
1 2of 1 3
Or le volume de la pyramide vaut 5 donc o = 5 doncof = — = T
3

Laire du triangle CFI est, en unité d’aire, égale a T

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE ’EXERCICE 14
Métropole 8 septembre 2022

—_ —> —
Dans I'espace rapporté a un repere orthonormé (O H AR I k), on considere les points

A(-1;-1;3), B(1;1;2), CQA;-1;7)
On considére également la droite A passant par les points D(—1; 6; 8) et E(11; —9; 2).
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12 4
e 1 P

. Avec DE | —15 |, on peut prendre comme vecteur directeur de A : 3 DE|-5].

-6 -2

_ 11—
OnaM(x; y; z) € (DE) < il existe teR,telque DM = tg DE, soit

x+1 = 4t x = -=1+4¢
y—6 = -5t avecteR < y 6—-5t avecfreR
z—8 = =2t z = 8-2¢

. La droite A’ est parallele a A donc elle a les mémes vecteurs directeurs que A. De plus,
elle passe par I'origine O du repere donc elle a pour représentation paramétrique :

x = 0+4¢ x = 4t
y = 0-5¢r avecteRsoity y = =5t avecteR
z = 0-2t z = =2t
1,36 = 4t
. F(1,36; -1,7; -0,7) e N < < -1,7 = -5t avecteR
-0,7 = =2t

Les deux premieres équations donnent ¢ = 0,34 et la derniere ¢ = 0,35.
DoncF ¢ A.

2 2
. Ona AB| 2 | et AC|0| : ces deux vecteurs ne sont manifestement pas colinéaires,
-1 4

donc les trois points A, B et C définissent un plan.

1 — —
. OnagDE-AB =8-10+2=0;

1] — —

De méme §DE -AC=8+0-8=0.
Donc DE est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC); il est normal
a ce plan.
. D’apres la question précédente on sait que :
M(x; y; 2)€(ABC) < 4x—-5y—2z+d=0avecd R
OrA(-1; -1;3)e (ABC)donc4x(—1)-5x(-1)—-2x3+d =0avecd € R, soit —-5+d =
0 < d=5.
Conclusion: M(x; y; z) € (ABC) <= 4x—-5y—-2z+5=0.

7 = -—-1+4t
.G7;-4;4)eN = -4 = 6—5¢t avecteR
4 = 8-2t

Ces trois équations ont pour solution t =2, donc G(7; —4; 4) € A.

. Le point H appartient a la droite A et au plan (ABC). Donc ses coordonnées x, y, z
vérifient le systéme :

X = -1+4¢

y = 6-5¢ avecfeR
z = 8-2t
4x-5y-2z+5 = 0

En replagant x, y, z par leurs valeurs en fonction de ¢ dans la derniere équation, on
obtient :

4(-1+41)-56-50)-2(8-21)+5=0 < —-4+16t-30+25t—-16+4t+5=0
45t —-45=0 < 45t=45 < =1.

Les coordonnées de H sontdonc (-1+4; 6—5; 8—2) soit H(3; 1; 6).

. La distance du point G au plan (ABC) est donc égale a GH.

OrGH? = (3-7)2+(1+4)?+ (6-4)%=16+25+4 =45, d’ol

GH =45 =v9x5=v9v5=35.

. D’apres la question 2. a., on a rﬁrd =2%x2+2x0+4x(—1) =4—4=0:les vecteurs
rﬁ et E sont orthogonaux, donc les droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires : le
triangle ABC est rectangle en A.
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b. En prenant comme base le triangle ABC, la hauteur correspondante est GH, donc :
1 1 1
V= 3 x o/ (ABC) x GH = 3 X 3 x AB x AC x GH.

OnaAB2=22+22+(-1)2=4+4+1=9,donc AB=3;
AC2=22+0%2+42=4+16=20, donc AC = v20 = V4 x 5= 2/5.

1 1
Doch=5x5x3x2\/§x3\/§=15.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 15
Métropole 9 septembre 2022

_ — —
Dans I'espace rapporté a un repere orthonormé (O H AR I k), on considere :

1
« la droite @ passant par le point A(2; 4; 0) et dont un vecteur directeur est u | 2 |;
0
x =3
o ladroite 2’ dont une représentation paramétrique est:{ y = 3+t ,f€R.
z =3+t
_ 0
1. a. Ladroite 2’ a pour vecteur directeur ' de coordonnées | 1
1
1 _ (0
b. Lesvecteurs u |2 | et u' | 1| ne sont pas colinéaires, donc les droites 2 et 2’ ne sont
0 1

pas paralléles.

c. La droite 2 est I'ensemble des points M(x; y ;z) tels que AM et Z soient colinéaires,
. _ x—2 =1t
c'est-a-dire AM =t.u avec € R, soit:{ y—4 = 2t ,teR
z—0 = 0r
X = 2+t
La droite 2 a pour représentation paramétrique { y = 4+2¢ ,teR
z =20

On admet dans la suite de cet exercice qu'il existe une unique droite A perpendiculaire aux droites
2 et 2'. Cette droite A coupe chacune des droites 2 et 2. On appellera M le point d’intersection
de A et 2, et M’ le point d’intersection de A et 2.

On se propose de déterminer la distance MM’ appelée « distance entre les droites 2 et 2’ ».

2
2. Soit le vecteur v | —-1].
1
e V- u=2x1+(-1)x2+1x0=0donc v L u.
e D =2x0+(=1)x1+1x1=0donc v L u'.

—
Le vecteur v est donc orthogonal aux deux vecteurs directeurs de 92 et ', donc c’est un
vecteur directeur de leur perpendiculaire commune A.
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3. On note 22 le plan contenant les droites 2 et A, c’est-a-dire le plan passant par le point A
et de vecteurs directeurs u et v.

2
a. Soitle vecteur n [ —1].
-5

e n-u=2x1+(-1)x2+(=5)x0=0donc n L u.
n-v

=2x2+ (=) x (=) + (-5 x1=0donc n L v.

Le vecteur n est donc orthogonal a deux vecteurs directeurs du plan 22, donc le vec-
teur n est un vecteur normal au plan 2.

b. Le plan £ est le plan ayant 7 comme vecteur normal et passant par A, donc c’est

'ensemble des points P(x;y; z) tels que AP 1 7.

x=2
AP a pour coordonnées | y —4
z
AP L7 &> AP & (x=2)x2+(y—4) x (=1) + 2% (=5) =0
< 2x-4-y+4-52=0 <= 2x-y-5z2=0

Donc une équation du plan Z est:2x—y—-5z=0.

c. Onrappelle que M’ est le point d’'intersection des droites A et 2.

Le plan £ contient la droite A et M’ est un point de la droite A; donc M’ est un point
du plan 2. M’ appartient 2 2’ et 4 2 donc M’ est le point d’intersection de la droite
2' et du plan 22.

x =3
= 3+t
Les coordonnées (x; y ;z) de M’ vérifient donc le systeme Jz/ =34t

2x-y-5z =0
2x—y—-5z=0devient2x3—-(3+1) —53+1) =0s0it6-3—-1—15-5¢ =0 ou encore
—12 =61 ce qui donne t = —2.
x=3;y=3+t=3-2=1letz=3+¢t=1
Les coordonnées du point M’ sont donc (3; 1; 1).

4. a. Ladroite A a pour vecteur directeur v et passe par le point M/, donc elle a pour re-

x = 3+2¢
présentation paramétrique:< y = 1-t' t'eR.
z =1+t

b. Le point M est le point d’intersection de & et de A donc ses coordonnées (x; y ; z) sont

X =2+t
y = 4+2t
solutions du systéme : =0 ,
X = 3+2t
y=1-¢
z=1+"1
2+t = 3+2¢ _
Onadonc{ 4+2t = 1-+¢ ouencore{ B _,
p -1 =1
0=1+¢
X =2+t x =1
Yy = 442t doncg y = 2
z=0 z=0

Donc le point M a pour coordonnées (1;2; 0).

c. MM' = \/(xMr —xM)2 + (Y — YM)2 + (2 — 2m)2

=VB-12+1-22+(1-02=Va+1+1=V6

X = 5t
5. On considere la droite d de représentation paramétriquey y = 2+5¢ avec teR.
z = 1+t
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a. On cherche l'intersection de la droite d et du plan 22, et pour cela on résout le sys-

X = 5t
=2+
téeme : y St
z = 1+t
2x—-y-5z = 0

Onadonc2x (5t)—(2+5t)—5(1+1¢t) =0s0it10t—2—-5t—-5-5t=00ulzt="7.

Le systéme n’a pas de solution donc la droite d est strictement parallele a 2.
b. On note ¢ la distance d'un point N de la droite d au plan 22 .

On veut exprimer le volume V du tétraedre ANMM’ en fonction de ¢.

1
V= 3% B x h ou B désigne I'aire d'une base et & la hauteur relative a cette base.
Les points A, M et M’ appartiennent au plan &2 donc le triangle AMM’ forme une base

du tétraédre dont la hauteur est la distance du point N au plan £, c’est-a-dire ¢.

La droite A est la perpendiculaire commune a 2 et 2’ donc 2 est perpendiculaire a
A.

A appartient 2 9, M est le point d’intersection de 2 et de A, M’ appartient a A, et les
droites 2 et A sont perpendiculaires. On peut en déduire que le triangle AMM’ est
rectangle en M.

AM = \/(xM—xA)2+(yM—yA)2+(ZM—ZA)2
=V(1-22+2-42+0-02=+5

1 5xv6 V30
Laire de la base, c’est-a-dire AMM’ vaut > x AM x MM’ = Q =—.

2 2
v30 / ¢v/30
X = —.
2 6

1
Le volume du tétraedre vaut donc 3 X

c. Nj et N, sont deux points quelconques de la droite d.

La droite d est strictement parallele au plan 22 donc les distances de N; et N2 au plan
2 sont égales.

Les bases des tétraedres AN;MM' et AN,MM’ sont identiques (le triangle AMM').
Donc les tétraedres AN MM’ et ANsMM’ ont le méme volume.

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 16
Amérique du Sud 26 septembre 2022

Dans la figure ci-dessous, ABCDEFGH est un parallélépipede rectangle tel que
AB=5AD=3etAE=2.

Lespace est muni d'un repére orthonormé d’origine A dans lequel les points B, D et E ont respec-
tivement pour coordonnées (5; 0; 0), (0; 3; 0) et (0; 0; 2).

l—1— 1—
Le repére est donc : A;EAB,gAD,EAE .
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1. a.

b.

e
....
....

A B
AH = AD + AE doncle point H a pour coordonnées (0;3;2).
E = rﬁ + E + ﬁ donc le point G a pour coordonnées (5;3;2).

La droite (GH) a pour vecteur directeur ﬁ de coordonnées (5;0;0).
De plus, elle passe par le point G donc elle a pour représentation paramétrique :
X = 5+5¢

[0; 1].

a.

y=3 avec teR.
z =2
2. Soit M un point du segment [GH] tel que HM = kHG avec k un nombre réel de I'intervalle
. . xm—0 = 5k xMm = bk
HM = kHG < ymM—-3 =0 — ym =3
M — 2 =0 ;M = 2

Donc les coordonnées de M sont (5k; 3; 2).

Les coordonnées de m sont celles de M donc: (5k; 3; 2).

Les coordonnées de C sont (5;3;0), donc celles de C_l\/f sont (5k—-5;3-3;2-0) soit
(5k-5;0;2).

AM - CM =5k x (5k—5) +3 x 0+2 x 2 = 25k? — 25k + 4

. Le triangle AMC est rectangle en M si et seulement si AM L C_M), C’est-a-dire AM - CM

ou encore 25k% — 25k +4 = 0.

On résout cette équation. A = (—=25)2 —4 x 25 x 4 = 225 = 152

25+15 40 4
=—=—etk”

_25-15 10 1
2x25 50 5 T 2x25 50 5

L'équation admet deux solutions k' =

1 4
Donc pour k = = ouk= = le triangle AMC est rectangle en M.

Dans toute la suite de I'exercice, on considere que le point M a pour coordonnées (1; 3; 2).
On admet que le triangle AMC est rectangle en M.

3. On considere le point K de coordonnées (1; 3; 0).

a. Le plan (ACD) a pour vecteurs directeurs AB et E, donc il a pour équation carté-

b.

sienne z = 0.

zx = 0 donc le point K appartient au plan (ACD).
M_E)pﬂr coordon@ (Oﬁ; —2), donc

. %'ﬁzodoncﬂgiﬁ;

e MK-AC =0donc MK L AC.

On en déduit que MK est orthogonal au plan (ACD), et donc que K est le projeté or-
thogonal du point M sur le plan (ACD).

1
. Le volume du tétraedre MACD est : 3 x Aire de ACD x MK.

MK a pour coordonnées (0;0;—2), donc MK = 2.
ADxDC 3x5 15
2 27

Le triangle ACD est rectangle en D donc a pour aire

1 15
Le volume du tétraedre MACD est donc, en unités de volume : 3 X > x2=05.
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4. On note P le projeté orthogonal du point D sur le plan (AMC).

Si on considere D comme sommet du tétraédre MACD, la base est le triangle AMC, et la
hauteur est DP.

. . AM x MC
Le triangle AMC est rectangle en M donc son aire est : ———.

AM=vV(1-02+3-02+2-02=+14
CM=v(1-52+3-32+(2-0)2=v20

V14 xv20
Laire de AMC vaut : + =v70.
1 DPvV70
Le tétraédre MACD a donc pour volume : 3 x V70 x DP soit : .
DPvV70 15
On sait que ce volume vaut 5, donc : =5donc:DP=— ~1,8.
3 V70

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE I’EXERCICE 17
Amérique du Sud 27 septembre 2022

Dans I'espace muni d'un repere ortho-

—_ — —

normé (O; 1, ], k), on considere les
points

A(0;8;6), B(b6;4;4) etC(2;4;0).

6 2
1. a. OnaAB|—4|et AC|—4]:cesdeux vecteurs ne sont manifestement pas colinéaires,
-2 -6

donc les points A, B et C ne sont pas alignés.

b. Ona n-AB=6-8+2=0et n-AC =2—8+6=0.
Le vecteur n orthogonal a deux deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC) est donc
normal a ce plan.
c. M(x;y; 2)e(ABC) < W-Ti:o.
__(x-0
Avec AM | y—8],onadonc:
z—6
AM-71=0 <> x+2(y—-8)—(2-6)=0 <> x+2y—2—16+6=0.
M(x;y; 22€(ABC) <= x+2y—-2z-10=0.
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2. Soient D et E les points de coordonnées respectives (0; 0; 6) et (6; 6; 0).

6
a. Un vecteur directeur de la droite (DE) est le vecteur ﬁ 6 | ou plus simplement
-6
1 —
—-DE| 1
6

-1

N 1 —
D'ou M(x; y; z) € (DE) < ilexiste teR: DM =t x EDE'

x—0
_ 1 —
Avec DM |y—-0|et—DE| 1 |, onobtient:
z—6 -1
1—. X = tx1 X = t
DM:thDE@ y = tx1 — y = t
z—6 = tx(=1) z = 6-t¢

b. On al(4; 4; 2); ce point appartient bien a la droite (DE) car ces coordonnées corres-
pondent a la valeur ¢ =4.

3. On considere le triangle ABC.
a. Ona | AB|2 =36+ 16+4 =56 d'ol1 AB = v/56;
De méme | AC||> =4+ 16+ 36 = 56 d’ol1 AC = /56.
AB = AC donc ABC est un triangle isocele en A.

b. Iestle milieu de la base [BC] du triangle isocéle, donc (AI) est médiane et aussi hau-
teur du triangle. Son aire est donc égale a <7 (ABC) = %. Avecl(4;4;2):

AP =42+ (-4)%2+ (-4)%2=16+16+16=3x16=16x3, ou Al = V16 x 3 =

V16 x V3 =43.

BC2 = (—4)2+ 0%+ (-4)2=16+16 =32, douBC = v32 = V16 x 2 = V16 x V2 = 4V/2.
43 x 4v/2

Donc <7 (ABC) = % = 8v/6.

c. AB-AC =12+16+12 =40,
d. On aégalement AB - AC = AB x AC x cos BAC.
On a donc 40 = v/56 x v/56 x cosBAC <= 40 =56 x cosBAC <= cosBAC = g = g
La calculatrice donne BAC ~ 44,41, soit 44,1° a 0,1 pres.
4. On considere le point H de coordonnées (g ; ? ; g)
Montrer que H est le projeté orthogonal du point O sur le plan (ABC).
En déduire la distance du point O au plan (ABC).
SiK(x; y; z) estle projeté orthogorgl de O sur le plan (ABC) le vecteur ﬁé orthogonal au

plan est donc colinéaire au vecteur 7.

. X = a
OnadoncOK=an < 1§ y = 2a
z = -«

Mais K appartient au plan (ABC) : ses coordonnées vérifient donc I'équation du plan; on a
donc:

Ke (ABC) <= a+2x2a—-(-a)-10=0 < 6a-10=0 < 6a =10 < 3a=5 < a=
5

g .

10

5
3 ; —g) : ce sont bien celles de H!

La distance de O au plan (ABC) est donc égale a OH.

Les coordonnées de K sont donc (g ;

, (5)? (10)2 (5)2 25 100 25 150
OH =(-| +[—=— = ==t —+—=—.
3 3 3 9 9 9 9

150 V150 V25x6 5V6

DoncOH =/ — = —— = =—.

9~ 9 3 3
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ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 18
Nouvelle-Calédonie 26 octobre 2022

1. OnaAG=AB+AD +AE =31 +27 + k. Donc G(3; 2; 1).

. Onsaitque M(x; y; z) € (EHI) < 2x+0y—3z=d, avec d e R.

Ainsi, par exemple E(0; 0; 1) € (EHI) &= 2x04+0x0-3x1=d < d=-3.

Donc M(x; y; z) € (EHI) &< 2x-3z=-3

. Puisque (EIF) est isocele en I le projeté orthogonal de I sur [EF] est le milieu de [EF]; ces
deux points ont donc la méme abscisse qui est aussi celle du milieu de [AB] soit %

Lordonnée de I est aussi celle de E soit 0, enfin
3 3 3
I(E ;05 z)e(EHI) — 2X 5—3z=—3 < 3z=3+43 < z=2.D0ncI(E ;05 2).
3 3

. * Avecle produit scalaire : avec E(0; 0; 1) et F(3;0; 1), ona ﬁé 02 et ﬁ5 (2) ,donc:

-1 -1
9 13 V13
IE2==+0+1=—,doulE=—;
4 4 2
9 13 V13
IF?==-+0+1=—,doulF=—;
4 4 2

Doncﬁ'ﬁzlExIFxcos(ﬁf;),soit:

: VIS VB o (i s TF) o= =2 = 2« cosE; TF)
2 4 4

—-—+0+1= X COS
4 2
-5
. - =\ gz 5 . - —
Finalement cos (IE ; IF) =43 = 3 La calculatrice donne (IE ; IF) ~112,6°.
n

¢ Avec le triangle (IEL) rectangle en L (L projeté orthogonal de I sur (EF) :
3
OnaL(E ;05 1), doncIl2=0+0+1%2=1,doulL=1;
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On a vu que EI= @, d’ol1 cos (EE) = L = L = 2 : la calculatrice donne (EE) ~
2 IE 13 V13
2
56,30°; donc EIF = 2EIL = 2 x 56,30, soit finalement EIF = 112,6°.
. _ x—6 = -3t
5. a. Onsaitque M(x; y; 2 €A < RM=tu < y+3 = 4t ,(teR) <
z+1 = 1t
X = 6-3t
y = =3+4t , (teR).
z = =1+t

b. K(x; y; z) estcommun a A et au plan (BFG) si ses coordonnées vérifient les équations
paramétriques de A et 'équation cartésienne du plan (BFG) soit si le triplet de réels
(x; y; z) vérifie le systeme :

X = 6-3t 3 = 6-3t 3t = 3

) y = =3+4t y = =3+4t — y = =3+4t
z = =1+t z = -1+t z = -1+t
x = 3 x = 3 x = 3
tr =1 t =1

) y = -=-3+4 y =1
z = -1+1 z =0
X = 3 X = 3

Conclusion : K(3; 1; 0).

c. Avec B(3; 0; 0) et C(3; 2; 0) on remarque que les coordonnées de K sont les demi-
sommes des coordonnées de B et de C, donc que K est le milieu du segment [BC].

ELEMENTS DE LA CORRECTION DE L’EXERCICE 19
Nouvelle-Calédonie 27 octobre 2022

Une maison est modélisée par un parallélépi-
péde rectangle ABCDEFGH surmonté d'une py-
ramide EFGHS.

OnaDC=6, DA=DH =4.

Soit les points I, ] et K tels que

—_ 1l — — —_ — 11—
DI=-DC, DJ=-DA, DK=-DH. .
Onnote : = DI, j = DJ, k = DK. :K
On se place dans le repére orthonormé 1=
(D; l,],k). .I
On admet que le point S a pour coordonnées | ...-="7 —l>D | AR A
B
1. B(6;4;0), E(0;4;4), F(6;4;4), G(6;0;4).
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2. Ona «/(EFGH) =6 x4 =24.
La hauteur de la pyramide est égale a6 —4 = 2, donc:

1
V(EFGHS) = 3 x 24 x2=16.

D’autre part V(ABCDEFGH) =6 x 4 x 4 = 96.

Le volume de la maison est donc égal a 16 +96 = 112.
V(EFGHS) 16 4 1

r———————=——=—.
V(maison) 11228 7

6 3

. Onaﬁf 0 etE_S) -2

0 2
EF-n=6x0+0x1+0x1=0et
ES-n=3x0-2x14+2x1=0.
Levecteur n orthogonal a deux vecteurs manifestement non colinéaires du plan (EFS)
est donc normal a ce plan.

b. Le résultat précédent montre que :
M(x; y; 2)€(EFS) < 0x+1y+1z=d, deR.
Or, par exemple E(0; 4;4) € (EFS) <= 0+4+4=d < d=8.
Onadonc M(x; y; z) € (EFS) < y+2z=8.
x—2 = 0t
4, a.OnaM(x;y;z)E(PQ)@Q—]\/f:t?, (teR) — y-3 = 0t <=
z—55 = 1t
x = 2
y = 3 , (teR).
z = bbh+t

C.

Les coordonnées du point P vérifient les équations paramétriques de la droite (PQ) et
du plan (EFS), donc du systéme :

X = 2
Y =3 =>3+55+ft=8 < r=-0,5
z = 55+t ’ "
y+z = 8

Conclusion : P(2; 3; 5).
OnaPQ?=(2-22+3-3)%+(5,5-5)?%=0,25,donc PQ =0,5.
6 0

5. A a pour vecteur directeur 6 | —4 | et la droite (PQ) a pour vecteur directeur k (0| : ces

4 1

deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc les droites ne sont pas paralléles.

Elles sont sécantes s'il existe un point M(x; y; z) dont les coordonnées vérifient les équa-
tions des deux droites soit le systeme :

X

= R N =<

¥4

= 2

= 3

= 55+¢1
= —44+6s
= 7-4s

= 2+4s

On en déduit (équations 1 et 4) que 2 = -4 +6s <= 6 =65 < s=1 et (équations 3 et 6)
quebs5+t=2+4 < t=0,5.
11 existe donc un point commun aux deux droites de coordonnées (2; 3; 4)

x = 2
Reprenons les équations paramétriques dela droite (PQ) : M(x; y; 2) e PQ) <= < ¥y = 3 , (te
z = bbb+t

R)

Labscisse et 'ordonnée de tous les points de cette droite sont fixes, seule la cote varie de
5 pour P (correspondant a ¢ = —0,5 a 5,5 pour Q (correspondant a ¢ = 0) ; autrement dit les
points du segment vérifient le systéme :
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x = 2
Mx;y;2€PQl &<=< y = 3 , (=0,5<1t<0).

z 55+t
Le point commun aux deux droites correspond lui a ¢ = 0,5, donc n’appartient pas au seg-
ment [PQ] : autrement dit 'oiseau ne va pas percuter 'antenne représentée par le segment

(PQJ.

Valérien Eberlin - Professeur de mathématiques 51
Lycée Frangais Saint Exupéry - Brazzaville (Congo



